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一点废话

这是我 猲猰猱猹 年在中国科学院暑假学校的讲义献 注意猬 是小知识猬 不是冷知识献 另外猬 这是讲

义猬 不是书猬所以充斥着大量口水话献 书嘛猬 好书太多了猬 我也没那本事能写得比别人好献

第一节是一些常识性的内容猬 希望大家来北京之前就能有所了解献 真不是我懒猨虽然我确实

比较懒猩猬 但这些内容就是定义猬讲起来枯燥乏味猬 还不如大家自己看看书效果好献 这一节最后我

们列举了几个暑假学校将要学习的主要结果献

第二节第三节我们分别讨论有限群和紧群的獐獥獴獥獲猭獗獥獹獬定理献 这是表示论最基本最重要的

定理献 如果大家实在对泛函分析没兴趣猬 打死也不想积分猬 跳过紧群的内容似乎也没有什么不妥献

不过相信我猬 总有一天你还是得老老实实算积分的献

第四节我们回到有限群猬 讨论诱导表示的相关问题献 这是构造表示的基本工具献

第五节我们讨论一个例子猺 獇獌2猨Fq猩 的表示献 这是最简单的李型群猬 它的表示论能给我们后

面进一步学习和研究提供很好的启发献

第六节我们列举一些相对复杂的材料作为大家考虑的问题献 这些问题大部分都有深入的背

景献 但这些问题都被包装好了使得他们能够仅用前五节的知识和方法处理献 希望这些问题能够

激发大家进一步思考的热情献当然这只是一厢情愿猬欢迎大家对这些问题的安排提出自己的意见献

我们最后提一下关于学习的一些看法献 首先猬 对于有志于学习数学的学生猬 到了一定的程

度猨取决于大家的天分猬 但大致上以实变函数抽象代数猩为界猬 再学新东西猬 第一次就什么都弄明

白是不太现实的献 其次猬 也是恰恰到了这个阶段猬 对于学习的要求也大大提升了猬 一般来说猬 它要

求我们在短时间之内搞懂一门学问的核心内容献 这无疑是巨大的挑战献

问题来了猬 什么叫学懂了猿 我想强调一点猬 至少是我认为很重要的一点猬 把定理的证明都过

一遍甚至记住它并不等价于真正意义上的懂献 我认为猬 学习最要紧的是建立正确的直观猬 正确直

观的建立是学懂的标志献 什么是正确的直观猿 我觉得意思应该是说当看到某个定义某个定理的时

候猬 脑袋里能本能地建立下面这些东西猺 最具有代表性最能反映问题本质的例子猬 定义或者定理

的合理性猨为什么是这样定义而不是那样定义猩猬 为什么要做这样的定义或者是为什么要做这样的

定理猬 这个定理为什么是对的猬 有没有什么哲学上的原因能解释这个定理猬 等等献 举个小例子献 我

们看到定理獜函数獒獩獥獭獡獮獮可积分当且仅当函数的间断点集是零测集猢的时候会想到什么猿 下面

是几个重要的方面猺 猨猱猩 零测集的意思是说集合里的点不太多猬 但这个条件又比可数稍微弱一点猻

猨猲猩 獒獩獥獭獡獮獮可积分说明函数连续性不能太差猬 这个定理给出了獜不能太差猢的准确意义猬 所以它

应该是对的猻 猨猳猩獒獩獥獭獡獮獮函数是一个在所有有理数点处间断无理数点连续的函数猬 所以它是可以

积分的献 你也许还能想到别的很多东西猬 但我想说的是猬 相对于这几样东西猬 定理本身的证明并没

有那么要紧献

数学是需要积累的猬积累的不仅仅是知识猬而是直观猬是例子献今天抽象的内容明天就成了更抽

象的内容的例子献就如同矩阵可以作为线性方程组的抽象猬 而矩阵本身又是更一般算子的具体例

子献 有个很玄学的东西叫做数学成熟度献 我想猬 脑子里的例子的丰富程度也算是数学成熟度的重

要方面吧献
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我们学习的过程中猬 往往是靠着例子向前推进的献 碰到一个定义或者定理猬 先举个例子给自

己看看猬 看看自己能不能举一个不那么平凡的例子献 正面的反面的例子都需要献 例子算多了自然

就有了感觉献 比方说猬 学习群猬 我们首先问自己猬我们脑袋里有多个具体的群的例子猿 我们对这些

例子到底了解到什么程度猿 比方说我们会碰到一个经典的结果猺最小的非交换单群为什么是 A5猿

我们第一反应猬 为啥猿 先试试咯猬 拿几个阶数比 猶猰 小的群来试试献 然后我们发现猬 随便试个什么

例子猬总有这样那样的原因使得它不是非交换单群献 在试错的过程中你会碰到獓獹獬獯獷定理猬会碰到

关于 p猭群的结果猬会碰到其他各种各样的小结论献 当你试了足够多的例子你觉得自己心理上已经

能接受獜最小单群是 A5猢 的时候猬 虽然你没看证明猬 其实你已经基本上獜懂猢这个结论了猬 因为你

大体上已经知道的别的群为什么不行献 又比方说猬 学习獇獡獬獯獩獳理论猬 我们先看到了獇獡獬獯獩獳理论的主

定理献这个时候就自己来试试手呗献我们自己拿个方程来算算獇獡獬獯獩獳群猨比方说x3 猫 x 猫 猱的獇獡獬獯獩獳

群你会算吗猿猩猬或者随便写个域扩张问问是不是獇獡獬獯獩獳扩张猿 能不能写下所有的中间域猿 古人云猺

书读百遍猬 其义自见献 但那时古人的书猬古文观止不知道会不会读上百遍就能秒懂献学数学光读书

百遍或许就没什么用了猬 但例子算百遍绝对是有益的献

另一方面猬 怎么能快速的抓住一门学问的核心内容猿 最简单的答案猺 让懂行的人给你讲献 从

别人那学习猬 尤其是学习骨干内容猬 是效率最高的方法献 对于这门课猬 我尽我最大的努力去做那

个懂行的人猬 去给大家用尽可能简洁直接的方法描述表示论猨我认为猩最要紧的内容献 稍微复杂一

点的答案猺把书读薄献 华罗庚告诉过我们猬 读书要先读厚猬 再读薄献 我想猬读厚的过程是算例子建立

直观的过程猬读薄的过程是抓住主干内容的过程献我们前面说的都是把书读厚的过程献怎么把书读

薄猿一个简单的练习是猬给你一个小时的时间猬讲讲一门学问最主要的内容献最重要的研究对象是什

么猿最要紧最本质的定理是什么猿这个定理为什么是对的猨注意这不是证明而是哲学猩猿 这时候我

们就要去粗取精猬直捣黄龙猬一切问题只为核心服务献我没有办法帮大家把书读厚猬 那需要大家自

己疯狂的努力献 我希望这门课能为把书读薄的过程做一点小小的贡献献

我离一名优秀的数学家和优秀的数学教师都还差得很远猨这里要隆重请出我的老师和各位

师兄们猩猬 这让我对很多问题的认知或许不是最优的献 我的文学修养也十分有限猬 写下的东西可能

言不及义猬 可能没法表达出我心里最本质的想法献 不过不要紧猬 这个世界上有学问和修养都远远

高于我的人猬 他们写过很多值得一读的东西献 这里强力推送两本书的前言猺

猱献 獐獯獬獹獡猬 獓獺獥獧獯猬 分析中的问题与定理献 这是经典中的经典献 习题恒久远猬 一本永流传献 书的前

言读起来让人爽得欲仙欲死献

猲献 伍洪熙猬黎曼几何初步献 我不是几何学家无法评价这本书的内容猬 但前言却让我读过不下十

遍献 在我极其有限的阅读范围之内这是最优秀的中文数学书前言献

作为结尾猬 我请出两本表示论教材献

猱献 獓獥獲獲獥献 有限群表示

猲献 獆獵獬獴獯獮猬 獈獡獲獲獩獳献 表示论献

这两本书真是把书读厚和把书读薄的经典教案献 獓獥獲獲獥的书就是薄猬 言简意赅猬 三言两语直指

核心献 我最崇拜 獓獥獲獲獥写书猬 简直要想把膝盖直接送给他老人家了献 獓獥獲獲獥写书证定理如砍瓜切菜猬
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各种困难仿佛瞬间灰飞烟灭献 当然这书太干了读快了容易噎献 獆獵獬獴獯獮和獈獡獲獲獩獳的书就是厚猬 没有

什么内容得厚猬罗哩叭嗦婆婆妈妈说了一大堆废话献 这是把书读厚的经典猺 里面全是例子猡 全是例

子猡 全是例子猡 例子带你飞猬 爽歪歪有木有猡
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1 一些基本常识

这里我们列举一些参加暑假学校之前建议学习的预备知识献 大家来热热身献

1.1 表示论常识

学习建议猺

猱献 獓獥獲獲獥献 有限群表示第一章献

猲献 獆獵獬獴獯獮猬 獈獡獲獲獩獳献 表示论第一部分献

下面我们还是回忆一下一些基本的定义猬 顺便约定一下记号献

设 G 是一个群猬 V 是一个线性空间猬 所谓 G 在 V 上的表示是指 G 在 V 上的一个线性作

用猬 也就是说对每一个 g ∈ G猬 我们都给一个 V 上的线性变换 ρ猨g猩 满足 ρ猨g1g2猩 猽 ρ猨g1猩ρ猨g2猩

对所有的 g1, g2 ∈ G 都成立献 换言之猬 G 在 V 上的表示是一个群同态 G → 獇獌猨V 猩献 这样的

表示我们通常记为 猨ρ, V 猩猬 或者简单记为 ρ猬 有时也简记为 V 献 表示的维数就是 V 的维数猬 常

常记为 獤獩獭V 或者獤獩獭 ρ献如果猨ρ, V 猩 和 猨τ,W 猩 是 G 的表示猬 他们之间的同态是一个线性映射

f 猺 V → W满足f猨ρ猨g猩v猩 猽 τ猨g猩f猨v猩 对所有的 g ∈ G 和 v ∈ V 都成立猨也就是说线性映射和

群作用交换猩献 两个表示同构是指存在一个同态 f 猬 使得它是线性空间的同构献 同态的全体我们记

为獈獯獭G猨V,W 猩献

我们这里并没有指定 V 到底是哪个域上的线性空间献 我们这门课只考虑 V 是复线性空间

的情况献 这样的表示一般叫复表示献 别的情况猬 特别是 V 是特征 p > 猰 域上的线性空间的情况

是当前活跃的研究课题献 这种表示往往叫模 p 表示献

所谓的 V 的子表示 W 是指 W 是 V 的 G 不变子空间献 两个表示的直和是指线性空间做

直和猬 群G在线性空间分块作用献 一个表示是不可约的是说它没有真不变子空间献 一个表示是半

单的或者是完全可约的是说它能分解成不可约子表示的直和献 我们要注意猬 这些定义对于有限维

表示一般是合理的猬 但如果表示空间是无限维的猬 一般来说还需要有拓扑学上的考虑来保证得到

我们想要的性质献 对我们这门课讨论的表示来说猬 大部分是有限维的猬少数拓扑学上的考虑一般

也比较简单献 这里暂时不表猬 需要用到的时候再谈献

给定群 G猬 考虑 G 上全体函数形成的线性空间 C獛G獝献 群 G 作用在 C獛G獝 上有两个作用猬 分

别称之为左右正则作用猬 定义如下献 设 f ∈ C獛G獝猬 g, x ∈ G献 左正则作用　猨L,C獛G獝猩 定义为

猨L猨g猩f猩猨x猩 猽 f猨g−1x猩,

左正则作用　猨R,C獛G獝猩 定义为
猨L猨g猩f猩猨x猩 猽 f猨xg猩.

大家想想为什么是这样定义而不是别的猬 比方说 猨L猨g猩f猩猨x猩 猽 f猨gx猩献

我们现在解释表示论的两个常规操作猺 对偶和张量积献

设 猨ρ, V 猩 是一个表示猬 V ∨ 是 V 的对偶空间猨V 上全体线性函数形成的空间猩猬 那么 G 在 V ∨

上有作用 猨ρ∨猨g猩l猩猨v猩 猽 l猨π猨g猩v猩猬 l ∈ V ∨猬 g ∈ G猬 v ∈ V 献 这叫做 V 的对偶表示猨或者叫逆步表
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示猩献 如果 猨ρ, V 猩 和 猨π,W 猩 是两个 G 的表示猬 那么 G 作用在张量积 V ⊗W 上猬 这个表示我们

记作 ρ⊗ π献 它由 猨ρ⊗ π猩猨g猩猨v ⊗ w猩 猽 ρ猨g猩v ⊗ π猨g猩w 给出献 我们有

獈獯獭G猨V,W 猩 猽 猨V ∨ ⊗W 猩G, 獅獮獤G猨V 猩 猽 猨V ⊗ V ∨猩G.

这里上标 G 表示取 G 不变元素猬 即 G 的特征值等于一的特征子空间猨自己想想怎么证猩献

设 猨ρ, V 猩 是一个表示献 张量积 V ⊗ V 中由 v ⊗ w 猫 w ⊗ v 生成的子空间称为对称猨二次猩张

量积猬 记为 獓獹獭2 V 献 由 v ⊗ w − w ⊗ v 生成的子空间称为反对称猨二次猩张量积猬 记为 ∧2V 献 它们

都是 G 不变子空间猬 从而也是G的表示献 我们显然有

V ⊗ V ' 獓獹獭2 V ⊕ ∧2V.

假设 G 是有限群献 下面是几个基本的结果献

猱献 獓獣獨獵獲引理猺 如果 猨ρ, V 猩, 猨π,W 猩 都是不可约表示，那么

獤獩獭獈獯獭G猨V,W 猩 猽

猱, V 'W 猻

猰, V 6'W.

证明猺 很简单猬如果有同态 f ∈ 獈獯獭G猨V,W 猩猬那么 獋獥獲 f 和 獉獭 f 都是G不变子空间献 由不

可约性 f 要么是同构猬 要么是零同态献 如果 猨ρ, V 猩 和 猨π,W 猩 同构猬 我们不妨假设V 猽 W 献

固定一个 α ∈ 獈獯獭G猨V, V 猩献 那么存在 v 6猽 猰 使得 α猨v猩 猽 λv猬 λ ∈ C献 由于 V 是不可

约的猬 那么 V 中任何元素都可以写成形如 ρ猨g猩v′ 元素的线性组合献 我们总有 α猨ρ猨g猩v′猩 猽

λρ猨g猩v′献 于是 α 猽 λ1V 献 证毕献

猲献 獗獥獹獬酉化技巧猺 有限维表示 猨ρ, V 猩 上存在 G 不变正定獈獥獲獭獩獴獩獡獮二次型献

证明猺 也很简单猬 先在 V 上随便取一个正定獈獥獲獭獩獴獩獡獮二次型 猨−,−猩猬 然后在群 G 上做平

均猺

〈v, w〉 猽 猱

|G|
∑
g∈G
〈ρ猨g猩v, ρ猨g猩v〉.

很容易就能证明这也是正定獈獥獲獭獩獴獩獡獮二次型猬 而且是 G 不变的猨这就是为什么要在群上平

均一下猬注意这里用到了 G 是有限群的条件猩献

猳献 獍獡獳獣獨獥獫獥定理猺 有限维表示都是半单的献

证明猺 更简单献 设 猨ρ, V 猩 是有限维表示猬 如果 ρ 不可约那就没啥好说的了献 若不然猬 W 是真

子表示献 取 V 上 G 不变正定二次型和 W 在此二次型下的正交补 W⊥献 那么 W⊥ 也是真

子表示猬 V 猽W ⊕W⊥献 再用归纳法就搞定了献 证毕献

建议练习题猺

猱献 证明有限群的不可约表示都是有限维的献

猷



猲献 假设 G 和 H 都是有限群猬 猨ρ, V 猩 是 G × H 的不可约表示献 证明存在 G 的不可约表

示 猨π,W 猩 和 H 的不可约表示 猨σ, U猩猬 使得 V ' W ⊗ U 猬 G × H 的作用由下式给出猺

ρ猨g, h猩猨w ⊗ u猩 猽 π猨g猩w ⊗ σ猨h猩u献 此时 ρ 一般称为 π 和 σ 的外张量积猬 记为 ρ 猽 π � σ献

猳献 设 G 是有限群猬 V 是 G 的猨有限维猩表示献 证明猺 如果 V 上存在一个G 不变对称二次型猬 那

么 獓獹獭2 V 包含 G 的平凡表示猻 如果 V 上存在一个 G 不变反对称二次型猬那么 ∧2V 包含
G 的平凡表示献证明猬 如果进一步假设 V 是不可约的猬那么反之亦然献

猴献 证明獡獢獥獬群的不可约表示一定是一维的献 证明任何群 G 的表示一定通过 Gab 分解献

猵献 证明二面体群的不可约表示要么是一维的要么是二维的献 由此分类二面体群所有的不可约

表示猨不要到处查书猬 没意思猬 就用定义手工搞猬 一波常规操作搞定猩

1.2 泛函分析常识

我们不打算花篇幅解释泛函分析的一些基本知识猬 之给出一些学习的建议和最重要的定理献

学习建议猺 测度论想必大家都学过了猬 复习一下就好献 獈獡獡獲测度可以参考獷獩獫獩獰獥獤獩獡献 紧算子

的谱定理亦可参考獷獩獫獩獰獥獤獩獡猨学不明白想想有限维对称矩阵的谱定理猩或者北大泛函分析第四章献

不要被吓到了猬 其实你需要的仅仅是几个定义而已献

猱献 獈獡獡獲测度指的是一个拓扑群上左平移不变猨或者右平移不变猩的测度献 这样的测度在差一个

常数的意义下是唯一的献 在紧群上和獡獢獥獬群上左不变测度一定是右不变的献 你只需要知道

这件事情就可以了献 不要看证明猬 完全没用献

猲献 紧算子猨有限秩算子的极限猩和全连续算子猨把定义域中的弱收敛变成值域中的强收敛猩献 如

果定义域是 獈獩獬獢獥獲獴空间猬 那么紧算子等价于全连续算子献 獈獩獬獢獥獲獴空间上自伴随紧算子的谱

定理猺 空间是特征子空间的完备直和猬 特征值只能以 猰 为凝聚点猬 不为零特征值的特征子

空间都是有限维的献

建议练习题猺

猱献 熟悉几个常见的拓扑群猬 獇獌n猨R猩猬 獓獌n猨R猩猬 獕猨n,R猩猬 獏猨n,R猩猬 獓獰猨猲n,R猩猬 獥獴獣献 这里面那些
群是紧的猿 你能具体写下这些群上的獈獡獡獲测度吗猿

猲献 证明 L2猨R/Z猩 猽
⊕̂

n∈ZCe2πinx猬 C猨R/Z猩 猽
⊕̂

n∈ZCe2πinx献 提示猺 这是 獆獯獵獲獩獥獲分析中两个

重要定理的豪华版献

猳献 设 G 是一个紧拓扑群献 考虑 G 上的连续函数空间 C猨G猩和平方可积函数空间L2猨G猩献 给定

ϕ ∈ C猨G猩献 证明卷积算子 L2猨G猩→ C猨G猩

f 7→
(
x 7→

∫
G
ϕ猨g猩f猨g−1x猩獤g

)
是紧算子猨利用獁獲獺獥獬獡獻獁獳獣獯獬獩定理猩献 如果 ϕ 取实数值猬 满足 ϕ猨g猩 猽 ϕ猨g−1猩猬 那么进一步证

明卷积算子在 L2 内积下是自伴随算子献

猸



1.3 主要结果

表示论的主要任务是什么猿

猱献 给定群猬 分类所有的表示献 或者至少分类我们关心的那些表示猬 比方说酉表示献 是不是想到

了被有限单群分类支配的恐怖猡 什么叫分类猿 基本上是说把表示的信息全息转化成别的我

们觉得可能更容易的信息献 简单的手法是把表示的信息转化成群结构的信息猬 比方说群上

共轭类的信息献 事实上猬 群的共轭类和和表示的等价类是互为表里的猬两者所传递出来的信

息在某种意义上来说等价的献 研究这种等价性是群论和表示论的重要组成部分献 通过研究

群的共轭类我们可以理解表示的信息献 反过来猬 如果我们能对表示说很多话猬那么我们也就

对群的结构有了更深刻的认识献

猲献 给定群上的某个具体的表示猬 将它分解成不可约表示的直和猨不一定能做到猬 做不到的话问

合成列等等猩献随便给个群猬 具体的表示能有什么呢猿 基本上就一个猺 正则表示猡 我们这门课

要花不小的力气研究正则表示献 如果 G有一个性质比较特别的子群 H猬 那么我们还可以研

究 H\G 上的连续函数空间猬 G 在上面通过右平移作用献 所谓的自守表示大致就是这种情

况献 最简单的情况是 G 猽 獓獌2猨R猩猬 H 猽 獓獌2猨Z猩献

我们列举几个暑假学校将要学习的主要结果供大家欣赏献

1.3.1 定理: 有限群的正则表示

设 G 是有限群献 那么作为 G×G 表示猬 我们有分解

C獛G獝 '
⊕
π

π ⊗ π∨,

其中 π 过遍 G 所有不可约表示献 群 G 不可约表示的个数等于 G 上所有共轭类的个数献

主要的工具是有限群的特征标理论献

1.3.2 紧群的Peter–Weyl定理

设 G 是紧群献 那么作为 G×G 表示猬 我们有分解

L2猨G猩 '
⊕̂
π

π ⊗ π∨,

其中 π 过遍 G 所有不可约表示献 群 G 上的任何连续函数都可以用不可约表示的矩阵系数的线

性组合一致逼近献

我们主要利用紧算子的谱定理献

1.3.3 小例子: 有限域上的二阶矩阵群

对于群 G 猽 獇獌2猨Fq猩猬 猲 - q猬 我们先定个小目标猺 具体构造出所有的不可约表示献 猨对于q 猽

猳, 猵, 猷猬 大家可以想想怎么做猬 算算特征标表啥的猩

我们主要的工具是有限群的獗獥獩獬表示献 在此过程中我们也将学习诱导表示和獍獡獣獫獥獹理论献

猹



2 有限群的特征标

我们在这一节讨论有限群的特征标理论献 这是有限群表示论最有力的工具之一献

这一节我们总假设 G 是一个有限群献

2.1 正交关系

设 猨π, V 猩 是 G 的表示猬 我们定义 π 的特征标猨獣獨獡獲獡獣獴獥獲猩为 G 上的函数

χπ猨g猩 猽 獔獲獡獣獥猨π猨g猩猩.

特征标的重要意义在于猬 把抽象代数的转化成了具体的计算问题献 这样就爽到了献

注意猬 我们很多时候会谈论獡獢獥獬群的特征献 这个时候特征特别的是指从獡獢獥獬群到C× 的同态献

大家可以观察到实际上这里的特征等价于獡獢獥獬群不可约表示的特征献

特征标有一些简单的性质猬 比方说

猱献 χπ⊕σ 猽 χπ 猫 χσ猬 χπ⊗σ 猽 χπ · χσ献

猲献 χπ∨猨g猩 猽 χπ猨g猩 猽 χπ猨g
−1猩献

猳献 χπ猨猱猩 猽 獤獩獭V 献

猴献 特征标是 G上共轭类的函数猨这种函数称为类函数猩猬即对于任意 g, h ∈ G猬有 χπ猨h
−1gh猩 猽

χπ献

2.1.1 引理

记号同上献 令 V G 猽 {v ∈ V | π猨g猩v 猽 v}献 那么

χπ,V 猨g猩 猽 χπ,V G猨g猩.

证明猺 考虑线性变换 T 猺 V → V 猬

T 猽
猱

|G|
∑
g∈G

π猨g猩.

则 T 2 猽 T 猬 V G 是 T 特征值等于一的特征子空间献 后面不需要我说怎么证了吧献证毕献

所谓的特征标正交关系猬 指的是下面的定理献

2.1.2 定理

设 π, σ 是 G 的不可约表示献 那么

猱

|G|
∑
g∈G

χπ猨g猩χσ猨g猩 猽

猱 π ' σ猻

猰, π 6' σ.

证明猺 证明很简单献 我们有

χπ猨g猩χσ猨g猩 猽 χπ⊗σ∨猨g猩 猽 χHom(σ,π)猨g猩 猽 χHomG(σ,π)猨g猩.

用獓獣獨獵獲引理就显然了啊猡 证毕献

猱猰



2.1.3 推论

设 π 是 G 的表示猬 σ 是 G 的不可约表示献 则 σ 在 π 中的重数等于

猱

|G|
∑
g∈G

χπ猨g猩χσ猨g猩.

特别的猬 π 不可约当且仅当
猱

|G|
∑
g∈G

χπ猨g猩χπ猨g猩 猽 猱.

2.2 正则表示: 初次见面, 请多多关照

考虑群代数 C獛G獝 和右正则作用献 我们记之为 猨R,C獛G獝猩献 一个简单的观察是猺

χR猨g猩 猽

|G|, g 猽 猱

猰, g 6猽 猱.

所以利用推论 猲献猱献猳猬 很容易得到以下结果献

2.2.1 推论

作为 G 的表示猬 我们有

猨R,C獛G獝猩 '
⊕
(π,V )

猨獤獩獭V 猩猨π, V 猩,

其中 猨π, V 猩 过遍 G 的所有不可约表示献 比较两边的维数我们有∑
(π,V )

χπ猨猱猩
2 猽

∑
(π,V )

猨獤獩獭V 猩2 猽 |G|2.

最后这个等式给出了不可约表示维数的重要限制献

2.3 共轭类和表示

我们记 獣獦猨G猩 为 G 上所有类函数组成的线性空间猨维数当然等于共轭类的个数猡猩献 在类函数

空间上我们可以定义内积

〈χ, ψ〉 猽 猱

|G|
∑
g∈G

χ猨g猩ψ猨g猩

我们的目标是证明下面这个定理献

2.3.1 定理

集合

{χπ | π 是 G 的不可约表示}

是 獣獦猨G猩 的一组标准正交基献

猱猱



证明猺 前面的讨论已经说明 χπ 相互正交猬 我们只需要说明所有的类函数都是特征标的线性

组合猬 也就是说如果对所有的不可约表示 π 都有 〈f, χπ〉 猽 猰猬 那么 f 猽 猰献

现在假设 f 是这样的函数献 对于任意的表示 猨ρ, V 猩 我们考虑

ρf 猽
∑
g∈G

f猨g猩ρ猨g猩 猺 V → V.

由于 f 是类函数猬 我们有 ρf ∈ 獈獯獭G猨V, V 猩猬 它的迹等于 |G|〈f, χρ∨〉献 于是 ρf 猽 猰献

另一方面猬 令 ρ 猽 R 为右正则表示猬 那么 Rf 獛g獝 猽
∑

h∈G f猨gh猩獛g獝献 由于 Rf 猽 猰猬 我们得到

f 猽 猰献 证毕献

2.4 特征标表

设 C1, · · · , Cn 是 G上所有的共轭类猬 χ1, · · · , χn 是 G所有不可约表示的特征标猬一个 n×n
数表猬 其中 i 行 j 列等于χi猨Cj猩猬 被称为G 的特征标表献

表中的行满足正交关系

n∑
j=1

|Cj |χi猨Cj猩χi′猨Cj猩 猽 δi,i′ |G|.

由此可以得到列也满足正交关系

n∑
j=1

|χi|猨Cj猩χi猨Cj′猩 猽 δj,j′
|G|
|Cj |

.

猨想想怎么从行的正交关系变变形得到哦猡猩

由此我们可以算出很多群的特征标表献

2.4.1 例子

麻烦大家上网搜搜特征标表猬 研究一下这些群的特征标表是怎么算出来的猺 S3猬 S4猬 A4猬 A5猬

Dn献 大体步骤如下猺 猨猱猩先分析共轭类 猨猲猩再写下一些显而易见的表示猨一维的两维的等等猩 猨猳猩用

正交关系和维数关系把表算出来献 这个算会了特征标的基本理论就差不多懂了献

这就不操作给大家看了猬 獔獥獘打起来太麻烦了猬 我懒献

2.5 正则表示: 重出江湖, 一统天下

这一次我们重新考虑正则表示献 我们将 C獛G獝 视为 G 上的函数空间猬 同时我们考虑 G×G在
C獛G獝 上的左右正则作用猺

f 7→ ρ猨g1, g2猩f 猽 猨x 7→ f猨g−11 xg2猩猩, g1, g2 ∈ G, f ∈ C獛G獝.

我们在这里引入矩阵系数的概念献 设 π 一个 G 的表示猬 π 的一个矩阵系数是 G 上的函数

f猨g猩 猽 〈π猨g猩v, v∨〉, v ∈ π, v∨ ∈ π∨.

这样我们就定义了 G×G 表示的同态猺 π ⊗ π∨ → C獛G獝献

猱猲



2.5.1 引理

设 π 和 σ 是 G 的不可约表示猬 v ∈ π猬 v∨ ∈ π∨猬 w ∈ σ猬 w∨ ∈ σ∨献 那么

∑
g∈G
〈π猨g猩v, v∨〉〈w, σ∨猨g猩w∨〉 猽

猰, π 6' σ猻

猨獤獩獭π猩−1〈v, w∨〉〈w, v∨〉, π ' σ.

特别的猬 不同表示的矩阵系数是线性独立的献

证明猺 给定 v ∈ π猬 w∨ ∈ σ∨猬 我们定义 T 猺 π∨ → σ∨猬

T 猨v∨猩 猽
∑
g∈G
〈π猨g猩v, v∨〉σ∨猨g猩w∨.

容易看出 T ∈ 獈獯獭G猨V
∨,W∨猩献 所以如果 π 6' σ猬 那么等式左边自动等于零献 如果 π ' σ猬 那么

T 是一个常数献 为了确定这个常数我们只需要算 T 的迹献 大家来算算吧献 证毕献

有了这个铺路的引理猬 我们很容易证明下面的定理献

2.5.2 定理

我们有 G×G 表示的典范同构

C獛G獝 '
⊕
π

π ⊗ π∨.

证明猺 用矩阵系数我们得到同态 ⊕
π

π ⊗ π∨ → C獛G獝.

引理 猲献猵献猱告诉我们这是单射献 数数维数告诉我们这是满射献 证毕献

大家想想猬 反过来的同态怎么构造猿

3 紧群的Peter–Weyl定理

我们在这一节讨论紧群的獐獥獴獥獲獻獗獥獹獬定理献 抽象紧群本质上就这么一个定理啦献

3.1 拓扑群的表示

所谓的一个拓扑群 G猬 是说 G 是一个群猬 也是一个拓扑空间猬 且群运算是连续映射献 常见的

群都是拓扑群猬 比方说猬 R猨加法群猩猬 R×猨乘法群猩猬 S1猨圆圈猩猬 獇獌n猨R猩猬 獓獌n猨R猩猬 獕猨n,R猩猬 獏猨n,R猩猬

獓獰猨猲n,R猩 猨还有把R 换成 C 得到的那些群猩献

我们只讨论 G 的酉表示献 酉表示的意思是说 G 在獈獩獬獢獥獲獴空间 猨V, 〈−,−〉猩上的作用猬 满足

每一个 g ∈ G 都是酉算子猬 且从 G 映到 V 上算子构成的空间是连续的献 猨大家最好复习一下

算子空间上的拓扑是怎么给的献猩 所谓的不可约表示猬 是说 V 不包含酉子表示献 由于表示空间

V是獈獩獬獢獥獲獴空间猬 我们考虑的表示总是完全可约的猨选择公理在线猩猬 即 V 是不可约酉子表示的完

备直和献
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为了避免一些拓扑学上诡异的现象发生猬 我们总假定群作为拓扑空间的性质是好的猬 比方说

是个光滑流形猬 群运算都是流形上的光滑映射猨这样的群叫做李群猬 这是最常见最重要的情况猬 我

们完全可以之讨论李群的情况猩猬 或者至少满足足够好的可数性和分离性公理献 具体假设我们不

作详细讨论献

我们这一节总假设 G 是紧群献 这些群上都有一个猨左右均猩不变测度猬 叫做獈獡獡獲测度献有限

群上取平均的操作 |G|−1
∑

g∈G 在紧群的情况用积分
∫
G 獤g 代替猨想想有限群上的 獈獡獡獲测度是

啥猩献这样有限群的结论几乎可以平行地搬到紧群上献 个别情况我们需要进一步使用一些泛函分

析的基本结果猬我们重点解释这些步骤猬其他结论的平行搬运工作就留给大家来完成献

3.1.1 定理

设 猨ρ, V 猩 是 G 的酉表示猬 那么 V 包含有限维子表示献 特别的猬 G 的不可约酉表示都是有限

维的献

证明猺 首先任取一个有限维子空间 W ⊂ V 猬 令 T0 猺 V →W 是正交投影献考虑算子

T 猽

∫
G
π猨g猩 ◦ T0 ◦ π猨g−1猩獤g.

则 T 是紧算子猨有限秩算子的极限猩献 由于 T0 是自伴随算子猬 简单的换元可以看出 T 也是自伴随

算子猬 同时 T 与任意的 ρ猨g猩猬 g ∈ G 交换献

现在说明 T 6猽 猰献 任给 v ∈ V 猬 我们有

〈Tv, v〉 猽
∫
G
〈T0π猨g−1猩v, π猨g−1猩v〉獤g.

由于 T0 是投影算子猬 对于任意的 w ∈ V 猬 我们总有 〈Tw,w〉 ≥ 猰献 我们当然也可以找到某个

v ∈ V 和某个 g ∈ G猬 使得 〈T0π猨g−1猩v, π猨g−1猩v〉 > 猰献 这样就证明了 T 6猽 猰献

根据紧算子的谱定理猬 T 有不等于零的特征值 λ 和特征空间 Vλ满足 獤獩獭Vλ < ∞献 于是Vλ

是有限维 G 表示献 证毕

以后我们说表示猬 如果没有特别说明猬 都是指有限维酉表示献 有限群表示的各种操作猬比方说

张量积猬 对偶猬等等都可以对紧群的表示谈献 注意猬 如果表示是无限维的猬 这些操作都是要考虑拓

扑性质的献 谢天谢地猬 我们只考虑有限维酉表示献

3.1.2 Schur引理

如果 V,W 都是不可约表示，那么

獤獩獭獈獯獭G猨V,W 猩 猽

猱, V 'W 猻

猰, V 6'W.

特别的猬 V 不可约当且仅当 獈獯獭G猨V, V 猩 是一维的献

证明跟有限群的情况完全一样献
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3.2 特征标

设 猨π, V 猩 是 G 的表示猬 我们定义 π 的特征标为 G 上的函数

猂π猨g猩 猽 獔獲獡獣獥猨π猨g猩猩.

记号跟有限群不太一样献 我们在这里采用的记号跟獈獡獲獩獳獨猭獃獨獡獮獤獲獡理论的记号是一致的献

有限群特征标的性质很多紧群上都有猬 比方说我们在第二节最开始谈到的那些结论都对献大

家试着写写看猿

我们也有正交关系献

3.2.1 定理

假设 π, σ 是 G 的不可约表示猬 那么∫
G
猂π猨g猩猂σ猨g猩獤g 猽 δπ,σ

∫
G
獤g.

证明跟有限群的情况完全一样献

3.3 矩阵系数

类似于有限群的情况猬 我们也有关于矩阵系数的讨论献 特别的猬 我们有这样的结果献

3.3.1 引理

设 π 和 σ 是 G 的不可约表示猬 v ∈ π猬 v∨ ∈ π∨猬 w ∈ σ猬 w∨ ∈ σ∨献 如果 獤g 是满足
∫
G 獤g 猽 猱

的 獈獡獡獲测度猬 那么

∫
G
〈π猨g猩v, v∨〉〈w, σ∨猨g猩w∨〉獤g 猽

猰, π 6' σ猻

猨獤獩獭π猩−1〈v, w∨〉〈w, v∨〉, π ' σ.

特别的猬 不同表示的矩阵系数都是线性独立的献

证明跟有限群的情况完全一样献

我们考虑 G 上的连续函数空间 C猨G猩 和平方可积函数空间 L2猨G猩猬 分别赋予之一致范数和

L2 范数献 群 G 左右正则作用在 C猨G猩 和 L2猨G猩 上献 我们为什么一定要研究正则表示猿 首先猬 它

包含了所有的不可约表示猻 其次猬 你具体写个别的表示下来给我看看猿 紧群的獐獥獴獥獲獻獗獥獹獬定理研

究平方可积函数空间 L2猨G猩 在 G×G 左右正则表示下的分解献 我们先看一个简单的结论献 初看

上去可能有些让人迷惑猬 但究其根本猬 终究只是定义的同义反复而已献 毛主席教导我们猺 看似复

杂的定理都是纸老虎献 说的就是这么个事情献

3.3.2 引理

设 V 是 C猨G猩 中有限维 G 不变子空间猬 那么 V 中的元素能写成 G 上不可约表示矩阵系数

的有限和献
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证明猺 由于 V 是有限维的猬它一定是有限维不可约表示的直和献所以我们只用考虑V 自己就

是不可约表示的情况献 由于 V 是 C猨G猩 的子空间猬 V 上有线性函数` 猺 V → C猬 `猨f猩 猽 f猨猱猩献 给

定 f ∈ V 猬 我们有

f猨g猩 猽 R猨g猩f猨猱猩 猽 〈R猨g猩f, `〉.

证毕献

3.4 Peter–Weyl定理: 正则表示的幽灵不散

3.4.1 定理

有典范 G×G 表示同构
L2猨G猩 猽

⊕̂
π

π ⊗ π∨,

其中 π 过遍 G 所有的不可约表示献

证明猺 如同有限群的情况猬 矩阵系数给出了单射⊕
π

π ⊗ π∨ → L2猨G猩.

我们的任务是证明所有矩阵系数生成的空间 猁 在 L2猨G猩 中是稠密的猨杯具猡没有维数可以比较

了猡猩猬 也就是说平方可积函数能够给矩阵系数平方平均逼近猨哈猬 想到獆獯獵獲獩獥獲分析的什么定理没

有猿猩献 事实上猬我们有比这个更强的结果献注意到猁是 C猨G猩的子空间猬我们有猁在 C猨G猩中稠密猬

也就是说连续函数可以被矩阵系数一致逼近猨哈猬 还是獆獯獵獲獩獥獲分析里的定理獓獴獯獮獥獻獗獥獩獥獲獳獴獲獡獳獳 定

理猩献 给定 f ∈ C猨G猩猬 我们现在证明矩阵系数能一致逼近之献 给定 ε > 猰献 证明分几步献

第一步猬 找一个 猱 ∈ G 的小邻域 U 猬 满足 U−1 猽 U 猬 且对于所有的 g, h ∈ G 满足gh−1 ∈ U
有 |f猨g猩 − f猨h猩| ≤ ε

2 献 再取一个实值连续函数 ϕ ∈ C猨G猩猬 使得 獳獵獰獰ϕ ⊂ U 猬 ϕ猨g猩 猽 ϕ猨g−1猩猬∫
G ϕ猨g猩獤g 猽 猱 猨想想看这个函数怎么得到猿 你可以假设群是个微分流形回避一些点集拓扑学猩献

定义左乘卷积算子Tϕ 猺 L2猨G猩→ C猨G猩猬

Tϕf猨g猩 猽

∫
G
ϕ猨x猩f猨x−1g猩獤x.

显然这不是零算子献 我们 ϕ 取法的要点是猬 对于任意的 g ∈ G猬 我们总有

|Tϕf猨g猩− f猨g猩| ≤
ε

猲
.

第二步猬 用獁獲獺獥獬獡獻獁獳獣獯獬獩定理可以证明 Tϕ 是一个自伴随紧算子猨这里伴随算子的定义由 L2

内积给出猩献 所以利用自伴随算子的谱定理我们有

V 猽 V0
⊕⊕

i

Vλi

在 L2猨G猩 中稠密猬 其中 λ1, λ2, · · · 是 Tϕ 的所有非零特征值猬 Vλi 是猨有限维猩特征子空间 猨注意

到 Vλi ⊂ C猨G猩猩猬 V0 猽 獋獥獲Tϕ献所以f是fj ∈ V 猬 j 猽 猱, 猲, · · · 的 L2 极限献 由于紧算子是全连续

算子猨对于当前这个问题这两个条件等价猩猬我们知道 Tϕf 是 Tϕfj 的一致极限献 因为 TϕV0 猽 猰猬
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TϕVλi 猽 Vλi 猬 我们得到 Tϕf是 f ′j 猬 j 猽 猱, 猲, · · · 的一致极限猬其中 f ′j ∈ ⊕iVλi 献 所以存在 j0 使得如

果 j > j0 我们有

|Tϕf猨g猩− f ′j猨g猩| ≤
ε

猲

对于任意的 g ∈ G 都成立献

第三步猬 费了这么半天劲终于可以收获劳动的果实了献 前面两步说明我们找到了一列函数

f ′j ∈ ⊕iVλi 猬 使得
|f猨g猩− f ′j猨g猩| ≤ ε

对于所有的 j > j0 和所有的 g ∈ G 都成立献 我们只需要说明 f ′j 能写成矩阵系数的有限和就可

以了献 这很容易献 因为 Tϕ 与右正则表示交换猨废话猬Tϕ 是用左正则表示做的卷积猩献 所以 Vλi 是右

正则表示C猨G猩 的有限维不变子空间献 于是根据引理 猳献猳献猲猬 Vλi 里的元素都能写成矩阵系数的有

限线性组合献 证毕献

3.5 小例子: 紧致二阶酉群

我们考虑群

G 猽 獓獕猨猲猩 猽

{(
a b

−b a

)∣∣∣ a, b ∈ C, |a|2 猫 |b|2 猽 猱

}
.

这是最简单的非交换紧群献 我们的目标是构造它所有的不可约表示献

首先 G 总用在二元多项式环 C獛x, y獝 上猺(
a b

−b a

)
x 猽 ax猫 by,

(
a b

−b a

)
y 猽 −bx猫 ay.

或者简单点就是说 (
x

y

)
7→

(
a b

−b a

)(
x

y

)
.

一个肤浅的观察是这样的作用保持多项式的次数献 所以如果定义

Vn 猽 {n 次二元复系数多项式},

那么 Vn 是 G 的 n猫 猱 维表示献 我们记之为 猨πn, Vn猩献

3.5.1 引理

这些表示都是不可约表示献

大家可以自己想想怎么证明献

哇猬 买群送表示的节奏猬 免费得到了这么多表示献

现在我们计算 πn 的特征标献 注意到猬 G 上的任何共轭类都包含对角线元素猨怎么证明猿猩献 所

以我们只需要计算 猂πn 在 tθ 猽

(
eiθ

e−iθ

)
上的值献 这个当然很好算猬 因为

πn猨tθ猩x
kyn−k 猽 ei(n−2k)θxkyn−k.
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于是

猂πn猨tθ猩 猽
n∑
k=0

ei(n−2k)θ.

利用这个计算很容易证明下面的定理献

3.5.2 定理

表示 πn猬 n 猽 猰, 猱, · · · , 穷尽了 G 所有的不可约表示献

证明猺 我们考虑所有 猂πn猨tθ猩 猨作为 θ 的函数猩生成的线性空间 C献 这里我们都看成 S1 上的

函数猬 θ 是角参数献 简单计算我们就知道这其实是 einθ 猫 e−inθ猬 n ∈ Z 生成的线性空间献 于是所

有S1 上的连续偶函数函数 f 都能被 C 中的函数一致逼近猨獓獴獯獮獥獻獗獥獩獥獲獳獴獲獡獵獳獳定理猩献 而 G 上的

类函数在 tθ 上的取值总是偶函数猨想想为啥猩猬 所以 G上的所有类函数都能被 C 中的函数一致逼

近献 这样就做完了献 证毕献

4 诱导表示

这一节我们讨论獍獡獣獫獥獹关于诱导表示的理论献 这是深入研究表示论的基础献 特别的猬 诱导表

示给出了一种系统的方法从已知的小群的简单的表示猬 构造大群的复杂表示的方法献

4.1 诱导表示和Frobenius互反律

先讨论一般的结果献 设 G 是群猬 H 是子群猬 猨σ,W 猩 是 H 的表示献 所谓的诱导表示猬之的是空

间

V 猽 {f 猺 G→W | f猨hg猩 猽 σ猨h猩f猨g猩},

群 G 右正则作用在 V 上献 这样的诱导表示一般记为 獉獮獤GH σ 或者简单点 獉獮獤σ 猨你也许会看到

獩獮獤猩献

这样的讨论当然太一般了猬 基本我们什么不平凡的话都说不了献 不过我们注意到猬 如果H 猽

{猱}猬 σ 是平凡表示猬 那么 獉獮獤σ 就是 G 的右正则表示献所以好像还是有点不那么平凡的东西献

我们还是讨论有限群的情况献 从现在开始猬 所有的群猬 只要不加说明都是有限的献 先举个例

子猬 G 猽 S3猬 H 猽 A3 ' Z/猳Z献 取 H 的不平凡特征 χ猬 那么獉獮獤χ 是 G 唯一的两维不可约表示献

猨想想看猬 有两个不同的不平凡特征χ猬 另外一个 χ 怎么样猿猩

我们可以换一种方式理解诱导表示献 先取一组代表元 G 猽 Hg1 ∪ · · · ∪Hgr献 诱导表示的空
间是 V 猽 ⊕iWi猬 每一个 Wi 均同构于 W 猬 且 H通过表示 σ 作用于每一个 Wi 上献 对于任意的

g ∈ G猬 它在第 i 个分量上的作用是这样给出献 首先取gj 猬 使得 gigg
−1
j 猽 h ∈ H献 那么 w ∈ Wi 在

g 作用之下的像落在Wj中猬 且等于 σ猨h猩w献 咦猿 这个描述问什么跟代表元选法无关猿 自己动手算

算呗献 正确就是任性献
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4.1.1 引理

设 σ 是 H 的表示猬 特征标为 χσ献 令 π 猽 獉獮獤σ献 那么

χπ猨g猩 猽
∑

1≤i≤r
gigg

−1
i ∈H

猽
猱

|H|
∑
x∈G

xgx−1∈H

χσ猨xgx
−1猩.

特别的猬 獤獩獭 獉獮獤σ 猽 獛G 猺 H獝 獤獩獭σ献

证明猺 利用上面的描述直接按照定义算就好献

关于诱导表示最重要最基本的结果是獆獲獯獢獥獮獩獵獳互反律献 设 π 是 G 的表示猬 那么自动可以看

成子群 H 的表示猬 我们记这个表示为 π|H 猬 在不引起混淆的情况下往往就直接写成 π献

4.1.2 定理

设 π 是 G 的表示猬 σ 是 H 的表示献 那么

獤獩獭獈獯獭G猨獉獮獤σ, π猩 猽 獤獩獭獈獯獭H猨σ, π|H猩.

证明猺 直接带入特征标公式计算献

4.1.3 注记

事实上我们可以构造典范同构

獈獯獭G猨獉獮獤σ, π猩 ' 獈獯獭H猨σ, π|H猩.

这说明 獉獮獤 与 |H 是伴随函子献

4.2 Mackey理论

设 G 是有限群猬 H1 和 H2 是 G 的子群猬 σ1, σ2 分别是H1 和 H2 的不可约表示献 现在问

獈獯獭G

(
獉獮獤GH1

σ1, 獉獮獤
G
H2
σ2
)
猽猿

根据獆獲獯獢獥獮獩獵獳互反律猬 这个问题等价于问 猨獉獮獤GH2
σ2猩|H1 的分解献 我们的伟大前辈獍獡獣獫獥獹给出了

完美的答案献

为了陈述定理我们引入如下定义献 设 g ∈ G猬 我们定义 gH2g
−1 的表示 猨σ2猩

g 为 猨σ2猩
g猨h猩 猽

σ2猨g
−1hg猩 猨同一个表示空间猩猬 h ∈ H2献

4.2.1 定理

取 G 的双陪集分解 G 猽 H1g1H2 ∪ · · · ∪H1grH2献 我们有 H1 表示的同构

(
獉獮獤GH2

σ2
)
|H1 '

r⊕
i=1

獉獮獤H1

H1∩giH2g
−1
i

猨σ2猩
gi .

猱猹



证明猺 大家如果觉得这个证明不好理解的话先假设 σ2 是平凡表示或者是一维表示猨事实上

我们也就只用到这一种情况猩献

这个定理可能最要紧的地方在于理解为什么表示的分解跟双陪集分解有关献 我们注意到表

示空间 獉獮獤GH2
σ2 的元素是函数 f 猺 G→ σ2猬 他们在H2左平移下满足一些条件献 所以猨这是最重要

的观察猡猩猬 下面的这个空间

Ii 猽 {f ∈ 獉獮獤GH2
σ2 | 獳獵獰獰 f ⊂ H2giH1}

是 H2 不变子空间献 做到这我们就完成一半了献 接下来的事情是就是证明作为 H1 的表示有同构

Ii ' 獉獮獤H1

H1∩giH2g
−1
i

猨σ2猩
gi .

这时候我们又想想猬 Ii 的元素是一些 G 上的函数猬 右边那个空间里是一些 H1 上的函数猨这里要

观察到两边函数的值域是一样的猩献 怎么才能得到一个典范的同态猿 很简单啊猬 G 上的函数限制

在 H1 上就好了啊献 于是我们定义

Ii → 獉獮獤H1

H1∩giH2g
−1
i

猨σ2猩
gi , f 7→ f |H1 .

根据条件直接验证 f |H1 确实落在右边那个空间里猬 这个映射也确实是表示的同态献 然后单射是

容易验证的猬 在数数维数就看出这也是满射献 证毕献

我们再强调一次猬 这个证明反应了研究诱导表示最重要的方法之一猨双陪集分解猩猬 值得大家

好好把玩献 今后大家还会遇到很多表示论的研究本质上都是这样的方法献 比方说对典型群退化

主序列表示合成列的研究就采用了我们定理证明中所描述的方法猬 这个合成列在所谓的獓獩獥獧獥獬獻

獗獥獩獬公式猨及其各种各样的变种猩的证明中很重要献

4.3 Artin和Brauer关于诱导表示的定理

这里我们陈述獁獲獴獩獮和獂獲獡獵獥獲关于诱导表示的两个重要结果猬 其中獂獲獡獵獥獲定理在数论中有重

要的应用献 我们只陈述定理不证明献 这两个证明对我们来说都太复杂了猬 而且不怎么帮助我们理

解进一步的内容献 大家想知道证明的话可以参考獓獥獲獲獥的有限群表示论献

獁獲獴獩獮定理是说猬 每个 G 的特征标都是一些简单的诱导特征标的有理系数线性组合献为了简

化一些记号猬 我们约定如果 H 是子群猬 σ 是 H 的表示猬 χ 是其的特征标猬 那么我们记 χGH 为

獉獮獤GH σ 的特征标献

4.3.1 定理

假设 π 是 G 的表示猬 那么对每一个 G 的循环子群 C猬 存在 aC ∈ Q猬使得

χπ 猽
∑
C

aC 1GC ,

其中 C 跑遍所有的 G 的所有循环子群猬 1 是 C 的平凡表示献

这些系数 aC 能具体的算出来献 大家可以去查相关的材料献

猲猰



獂獲獡獵獥獲定理是说猬 如果我们略微放宽子群的条件猬 那么我们可以做到整系数线性组合献为此

我们定义所谓的 G 的初等子群 H猬 是指 H 猽 C × P 猬 其中 P 是 p猭群猨意思是 |P | 猽 pr猬 p 是素

数猩猬 C 是循环群猬 且 p - |C|献大家可能会问猬 为什么初等子群是好的猬 或者说简单的献 循环群自然

不用说猬 p猭群在群论中被认为是简单的猬 主要来自于这样的事实猺 p猭群的中心一定是非平凡的猨想

想怎么证明猿数数共轭类的元素个数试试猩献 于是我们用归纳法可以证明 p猭群一定是可解群献

现在我们陈述獂獲獡獵獥獲的定理献

4.3.2 定理

群 G 的特征标都是初等子群一次特征标的整系数线性组合献

另外要注意猬这里的系数不见得都能取到正整数献 这点很关键猡 你要是能证明取到正整数猨这

个命题当然是不对的猡猩猬 你就证明了獁獲獴獩獮 L猭函数都是全纯的猡

5 有限域上的二阶矩阵群

我们讨论 G 猽 獇獌2猨Fq猩 的表示猬 这里我们假设 猲 - q献 主要的目标猺 通过獗獥獩獬表示构造 G 的

所有不可约表示献 这一节是一个长例子猬 会用到前面学过的几乎所有有限群表示知识献 我们建议

大家在学习的时候能够尽量多地自己动手算献 所以这一节我们留给大家的练习机会也会更多一

些献

5.1 群的结构

我们还是先来熟悉一下 獇獌2猨Fq猩 的结构献 由于表示和共轭类是相互决定的猨这种观点和意识

很重要猡猩猬 我们先来算算 G 上所有的共轭类献 具体的计算用獊獯獲獤獡獮标准型就可以搞定献另外由于

群獇獌2的特殊性猬 两个元素在獇獌2猨Fq猩 上共轭当且仅当它们在獇獌2猨Fq猩 上共轭 猨为什么猿猩 另外我

们有 |G| 猽 猨q2 − 猱猩猨q2 − q猩献
我们就直接写下每个共轭类的代表元猨请大家自己检验猩献 我们固定一个 τ ∈ F×q \猨F×q 猩2猬 这样

Fq2 猽 Fq獛
√
τ 獝献

猱献 中心猺

(
x

x

)
猬 x ∈ F×q 猬 一共 q − 猱 个共轭类献 每个共轭类有都只有一个元素献

猲献 正则幺幂猺

(
猱 x

猱

)
猬 x ∈ Fq猬 x 6猽 猰猬 一共有 q − 猱 个共轭类献 每个共轭类有 q2 − 猱 个元素献

猳献 正则抛物半单猺

(
x

y

)
猬 x, y ∈ F×q 猬 x 6猽 y猬 一共有 1

2猨q − 猱猩猨q − 猲猩 个元素献 每个共轭类有

q2 猫 q 个元素献

猴献 正则椭圆半单猺

(
x y

τy x

)
猬 x, y ∈ Fq猬 x2 − τy2 6猽 猰猬 y 6猽 猰猬 一共有 1

2猨q
2 − q猩 个元素献 每个

共轭类有 q2 − q 个元素献

猲猱



加起来发现元素个数正好合适猬 于是我们算对了猡 爽猡

现在我们再来定义一些 G 的子群献 你当然会问猬 为什么这些子群是重要的猬 需要单独提出来

说献 我只能说这些子群都来自代数群上最自然的那些闭子群猬 比方说獂獯獲獥獬子群猨抛物子群猩猬 环面

子群等等猨没听懂不是猬 但没关系猩献 大家如果没有什么感觉就先接受现实猬 这些子群就是重要的猬

以后会在不同的场合反复邂逅它们献

定义獂獯獲獥獬子群 B 和它的幺幂根 N ' Fq猬

B 猽

(
∗ ∗
∗

)
, N 猽

(
猱 ∗

猱

)
.

另外两个环面子群猺 分裂环面 Ts ' 猨F×q 猩2 和不分裂环面 Ta ' F×
q2
猬

Ts 猽

(
∗
∗

)
, Ta 猽

(
x y

τy x

)
, x, y ∈ Fq, x2 − τy2 6猽 猰.

另外 G 的中心 Z ' F×q 献 好了猬 现在你要想想猬 假设我们换一个 τ 会发生什么情况猿

对于群 G猬 我们有重要的分解猨请大家自己验证猩

G 猽 B
∐

BwB.

是谓之獂獲獵獨獡獴分解献 这是代数群理论里最重要最基本的结果之一献

我们还会碰到另外一个密切相关的群

獓獌2猨Fq猩 猽 {g ∈ 獇獌2猨Fq猩 | 獤獥獴 g 猽 猱}.

关于这个群我们需要知道它的表现猨生成元和关系猩献 令

t猨x猩 猽

(
x

x−1

)
, n猨y猩 猽

(
猱 y

猱

)
, w 猽

(
猱

−猱

)
,

这里 x, y ∈ F×q 猬 w 叫做 獓獌2 或者 獇獌2 的獗獥獹獬元献 这些元素生成 獓獌2猨Fq猩献 他们之间满足关系

t猨x猩t猨y猩 猽 t猨xy猩, n猨x猩n猨y猩 猽 n猨x猫 y猩, t猨x猩n猨y猩t猨x猩−1 猽 n猨x2y猩,

以及

wt猨x猩w−1 猽 t猨x−1猩, wn猨z猩w−1 猽 t猨z−1猩n猨−z猩wn猨−z−1猩, 猨z 6猽 猰猩.

至于为什么是这样的表现猬 你猜猿猨这个不重要猬 承认这个事实就可以了猩

5.2 Weil表示

我们现在来定义一个神奇的表示献 这个表示包含了所有 G 的表示献 在这个意义下它有点像

正则表示猬但它比正则表示小猬比正则表示简单且好研究献 我们这把这个表示叫做獗獥獩獬表示猬你可

能能看到别的名称包括 獏獳獣獩獬獬獡獴獯獲 獲獥獰獲獥獳獥獮獴獡獴獩獯獮猬 獓獥獧獡獬獻獓獨獡獬獥獻獗獥獩獬 獲獥獰獲獥獳獥獮獴獡獴獩獯獮等等献 注意猬

猲猲



这里的材料是一门叫做 θ猭提升或者 θ猭对应的学问的最简单最初步的情况献 这门学问博大精深猬

现在还有很多人在研究它献

首先我们要固定一个非平凡加法特征 ψ 猺 Fq → C× 猨你知道怎么固定吗猿猩献 我们在取一个

E 猽 Fq2 猨不分裂的情况猩猬 或者是 E 猽 Fq ⊕ Fq 猨分裂的情况猩献 这样的 E 上有对合猬 迹和范映射献

如果 E 猽 Fq2 猬 那就是通常的獇獡獬獯獩獳共轭猬 迹和范映射献如果 E 分裂猬 我们定义 獔獲猨x, y猩 猽 x 猫 y猬

N猨x, y猩 猽 xy猬 猨x, y猩σ 猽 猨y, x猩猬 x, y ∈ Fq献 通过这样的定义猬 E 是两维 Fq 内积空间猺 〈x, y〉 猽
獔獲猨xy猩猬 x, y ∈ E献

对于我们记 S猨E猩为 E 上的函数空间猨这个怪怪的记号是为了与獗獥獩獬表示的标准记号统一猩猬

φ ∈ S猨E猩献 我们定义一个 S猨E猩 上的獆獯獵獲獩獥獲变换猺 φ 7→ φ̂猬

φ̂猨x猩 猽 εq−1
∑
y∈E

φ猨y猩ψ猨〈x, y〉〉猩.

这里如果 E 分裂猬 那么 ε 猽 猱猻 如果 E 不分裂猬 那么 ε 猽 −猱献 一个简单的事实猨这个不难猬 大家自

己算算啊猩猬
̂̂
φ猨x猩 猽 φ猨−x猩献

5.2.1 定理

存在唯一的表示 ω 猺 獓獌2猨Fq猩→ 獇獌猨S猨E猩猩猬 满足

ω猨t猨a猩猩φ猨x猩 猽 φ猨ax猩猻

ω猨n猨b猩猩φ猨x猩 猽 ψ猨bNx猩φ猨x猩猻

ω猨w猩φ猨x猩 猽 φ̂猨x猩.

证明猺 直接检验生成元关系猨好吧猬 我又想说这个不重要猬 承认就好猩献

定理中的这个表示我们称之为 獓獌2猨Fq猩 的獗獥獩獬表示献 注意猬 这个表示的定义依赖于加法特征

标 ψ 的选择献 如果我们换一个特征标会发生什么猿 猨你怕是先要弄清楚两个不同的加法特征标之

间区别是什么献猩

注意到 E 自身是一个环猬如果 E 分裂猬那么 E× ' F×q ×F×q 献 如果 E 不分裂猬那么 E× ' F×
q2
献

我们记 E1 是 E 中范等于一的元素全体献 我们固定E× 的特征 χ 猺 E× → C× 使得 χ|E1 不平

凡猨这个等价于 χ 不能通过范映射分解猩献 考虑

S猨E猩χ 猽 {φ ∈ S猨E猩 | φ猨tx猩 猽 χ猨t猩−1φ猨x猩, t ∈ E1, x ∈ E}.

容易验证 S猨E猩χ 都是 獓獌2猨Fq猩 不变子空间献 大家来算算维数献 我们有

獤獩獭S猨E猩χ 猽

q 猫 猱, E 分裂猻

q − 猱, E 不分裂.

我们目标是研究 獇獌2猨Fq猩 的表示献 所以我们要想办法把这个表示拓展到 獇獌2猨Fq猩 上去献 直

接定义猬 对于 φ ∈ S猨E猩χ猬 b ∈ E×猬 a 猽 Nb ∈ F×猬

ω

((
a

猱

))
φ猨x猩 猽 χ猨b猩φ猨bx猩.
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想一想猬 为什么这样的定义是合理的猿 大家只需要想想要说明定义是合理的需要证明什么猬 具体

怎么证明不重要献 我们把这个 獇獌2猨Fq猩 的表示记为 ωχ献

5.2.2 总结

我们固定一个非平凡加法特征 ψ 猺 Fq → C×献 对于 E 猽 Fq⊕Fq 或者 E 猽 Fq2 猬 χ 猺 E× → C×

满足 χ|E1不平凡猬 我们都定义了一个表示 ωχ献 这个表示的要点在于猬 它是用具体的函数空间写

下来的猬群作用也是具体写下来的猬 所以研究起来并不复杂献

5.3 抛物诱导表示: 主序列表示

从现在开始猬 我们记 G 猽 獇獌2猨Fq猩献 我们先构造一种特殊的诱导表示猺 抛物诱导表示献

首先回忆一下我们定义了獂獯獲獥獬子群 B 猽

{(
∗ ∗
∗

)}
献 我们定义 B 上的特征猨一维表示猩

χ 猽 猨χ1, χ2猩 如下猺 (
x1 y

x2

)
7→ χ1猨x1猩χ2猨x2猩.

定义 I猨χ1, χ2猩 是由此特征诱导到 G 上得到的表示献 具体来说猬 空间

I猨χ1, χ2猩 猽

{
f 猺 G→ C

∣∣∣ f ((x1 y

x2

)
g

)
猽 χ1猨x1猩χ2猨x2猩f猨g猩

}
,

群 G 右正则总用在 I猨χ1, χ2猩 中的函数上献 不难看出

獤獩獭 I猨χ1, χ2猩 猽 q 猫 猱.

我们现在研究 I猨χ1, χ2猩 的可约性献

5.3.1 定理

假设 χ1, χ2, µ1, µ2 是 F×q 的特征献 我们有

獤獩獭獈獯獭G猨I猨χ1, χ2猩, I猨µ1, µ2猩猩 猽 δχ1,µ1δχ2,µ2 猫 δχ1,µ2δχ2,µ1 .

证明猺 这是定理 猴献猲献猱的一个简单应用献 有獆獲獯獢獥獮獩獵獳互反律猬 我们只需要研究 I猨µ1, µ2猩|B 的
分解献 由獂獲獵獨獡獴分解猬 G 的 B × B 双陪集代表元有两个猺 猱猬 w献 注意到 B ∩ wBw−1 猽 Ts献 记

µ 猽 猨µ1, µ2猩 是 B 的特征猬 那么 µw 做为 Ts 的特征是 µ′ 猽 猨µ2, µ1猩献 用定理 猴献猲献猱猬 有

I猨µ1, µ2猩|B 猽 µ⊕ 獉獮獤BTs µ
′.

再用獆獲獯獢獥獮獩獵獳互反律有

獈獯獭B猨χ, 獉獮獤
B
Ts µ

′猩 猽 獈獯獭B猨獉獮獤
B
Ts µ

′, χ猩 猽 獈獯獭Ts猨χ, µ
′猩.

于是结论就很明显了献 证毕献
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5.3.2 推论

猱献 I猨χ1, χ2猩 ' I猨µ1, µ2猩 当且仅当 χ1 猽 µ1猬 χ2 猽 µ2猬 或者 χ1 猽 µ2猬 χ2 猽 µ1献

猲献 如果 χ1 6猽 χ2猬 那么 I猨χ1, χ2猩 不可约献

猳献 I猨χ, χ猩 分解成两个不可约表示猬 其中一个是一维表示 χ ◦ 獤獥獴猬 另外一个记为 獓獴χ献 显然

獓獴χ 猽 獓獴1 ⊗ χ献

证明是显然的献

这里出现的 獓獴 猽 獓獴1 叫做獓獴獥獩獮獢獥獲獧表示猬 当然我们有 獤獩獭獓獴 猽 q献

现在我们在 E 分裂的情况下分析 S猨E猩χ献 注意猬 由我们的假设猬 χ 猽 猨χ1, χ2猩猬 χ1 6猽 χ2猬 所以

I猨χ1, χ2猩 是不可约的献

5.3.3 定理

我们有典范同构

ωχ1,χ2 ' I猨χ2, χ1猩, 猈 7→ ω猨g猩猈猨猱, 猰猩.

特别的猬 ωχ1,χ2 不可约猬 且 ωχ1,χ2 ' ωµ1,µ2 当且仅当 χ1 猽 µ1猬 χ2 猽 µ2猬 或者 χ1 猽 µ2猬 χ2 猽 µ1献

证明猺 容易验证 ω猨g猩猈猨猱, 猰猩 ∈ I猨χ1, χ2猩献 显然这个映射不等于零献 又有 I猨χ2, χ1猩 不可约猬

獤獩獭ωχ1,χ2 猽 獤獩獭 I猨χ2, χ1猩 猽 q 猫 猱献 再用用獓獣獨獵獲引理就搞定啦献

5.4 尖表示

我们称 G 的表示 π 为尖表示猬 是说

獈獯獭N 猨π,C猩 猽 猰.

这是说不存在线性函数 l 猺 π → C 满足

l

(
π

(
猱 x

猱

)
v

)
猽 l猨v猩

对所有的 v ∈ π 成立猬 注意猬 在这个特定的条件下猨有限群猩猬 这个条件与 π 没有 N 固定元素是等

价的献 但是对于别的情况猬 比方说 獇獌2猨R猩 或者 獇獌2猨Qp猩 猨如果你不知道这是什么就不管它猩猬 这

两个条件不等价献

5.4.1 定理

假设 π 是尖表示献 那么 q − 猱 | 獤獩獭π献

证明猺 首先作为群有同构 N ' Fq献 在注意到 Fq 的特征都长这样猺 x 7→ ψ猨ax猩猬 a ∈ Fq 猨想想

为什么献 这个基本的事实很重要献猩 现在考虑 N 在 V ∨上的表示猨对偶表示限制在 N 上猩献 既然 N

是交换的猬 那么 V ∨ 能分解成 N 的特征子空间的直和

V ∨ 猽
⊕
a∈Fq

V ∨猨a猩,

猲猵



其中

V ∨猨a猩 猽

{
l ∈ V ∨

∣∣∣ π∨((猱 x

猱

))
l 猽 ψ猨ax猩l

}
.

假设条件 π 是尖表示等价于 V ∨猨猰猩 猽 猰献 如果 a 6猽 猰猬 那么有同构

V ∨猨猱猩→ V ∨猨a猩, l 7→ π∨

((
a

猱

))
l.

所以 獤獩獭V ∨猨a猩 猽 獤獩獭V ∨猨猱猩猬 獤獩獭V 猽 獤獩獭V ∨ 猽 猨q − 猱猩 獤獩獭V ∨猨猱猩献 证毕献

现在我们分析在 E 不分裂的条件下分析 S猨E猩χ献 注意我们也有假设 χ|E1 6猽 猱献 所以如果

猈 ∈ S猨E猩χ猬 那么 猈猨猰猩 猽 猰献 我们要注意猬 这里及后面的论证我们本质地用到了这个表示具体的

构造猬 也就是说这个表示是实现在某个具体的函数空间上猬 群作用也能具体的写下来献 这对我们

分析问题的法宝献

5.4.2 定理

假设 E 不分裂猬 那么 S猨E猩χ 都是 G 的不可约尖表示献

证明猺 我们需要说明 S猨E猩χ 里没有 N 不变的元素猨再次强调猬 这个刻画只对有限群成立猩献

我们已经知道 猈猨猰猩 猽 猰献 如果 x 6猽 猰猬 那么找一个 b ∈ Fq 使得 ψ猨bNx猩 6猽 猱献 根据定义猬 如果

猈 ∈ S猨E猩χ 是 N 不变的猬 那么

猈猨x猩 猽 πχ

((
猱 b

猱

))
猈猨x猩 猽 ψ猨bNx猩猈猨x猩.

所以 猈猨x猩 猽 猰献 搞定献

因为 獤獩獭S猨E猩χ 猽 q − 猱猬 根据定理 猵献猴献猱猬 他们自动都是不可约的献 证毕献

最后我们需要分析哪些 ωχ 是相互同构的献 为此我们需要更仔细的分析一下 S猨E猩χ 里的函

数献 我们先构造这个空间的一组基献 如果 a ∈ F×q 猬 我们固定一个 a′ ∈ E× 猽 F×
q2
满足 Na′ 猽 a献

我们令

猈a猨x猩 猽

猲, x 猽 a′

猰, Nx 6猽 a.

注意猬 由于 猈 ∈ S猨E猩χ猬 利用 E1 的作用猬 我们就知道 猈a 在所有满足 Nx 猽 a 的元素 x ∈ E 上
的值献 显然这是 S猨E猩χ 的一组基献 我们这个基的构造地非常好猬 使得对于任意的 g ∈ G猬 我们总
有

獔獲獡獣獥ωχ猨g猩 猽
∑
x∈F×q

猨ωχ猨g猩猈a猩猨a
′猩.

利用獗獥獩獬表示的公式猬 我们可以直接算出猨等一下解释怎么算猩

ωχ

((
t

猱 t

))
猈a猨a

′猩 猽 χ猨t猩−1ψ猨−ta猩.

猲猶



于是

ωχ

((
t

猱 t

))
猽 χ猨t猩−1

∑
a∈F×q

ψ猨−ta猩 猽 −χ猨t猩−1.

于是如果 ωχ ' ωµ猬 那么 χ|F×q 猽 µ|F×q 献 所以不同构的 ωχ 一共有
1
2猨q

2 − q猩 个献

现在来解释一下 ωχ

((
t

猱 t

))
猈a 怎么算献 这里主要猨或者是唯一猩的方法就是矩阵分解献 想

法是猺 我们就只知道 ωχ 在那几个生成元上的作用效果猬 那我们就把这个矩阵分解成那些生成元

的乘积呗献 有了这样的信念剩下的就是带入獗獥獩獬表示的公式做初等的计算了献 我们有(
t

猱 t

)
猽

(
t2

猱

)(
t−1

猱 t

)

猽

(
t2

猱

)(
−猱

猱

)(
t

t−1

)(
猱 −t−1

猱

)(
猱

−猱

)
.

第一次看不出来这个分解没关系猬 多算几次就熟练了献 这种 猲× 猲 矩阵的分解在表示论中很常见献

古人的话是说獜无他猬 唯手熟尔猢猬 现在人的话是说獜常规操作猢献 仅此而已献

5.5 结论

对于群 G 猽 獇獌2猨Fq猩猬 我们有如下的表示猺

猱献 π 猽 χ ◦ 獤獥獴猬 共有 q − 猱 个献

猲献 π 猽 獓獴χ猬 共有 q − 猱 个献

猳献 π 猽 ωχ猬 E 猽 Fq ⊕ Fq 分裂猬 χ 猽 猨χ1, χ2猩猬 χ1 6猽 χ2猬 共有
1
2猨q − 猱猩猨q − 猲猩 个献

猴献 π 猽 ωχ猬 E 猽 Fq2 不分裂猬 χ 猺 F×
q2
→ C×猬 χ|E1 6猽 猰猬 共有 1

2猨q
2 − q猩 个献

数一下表示的个数猬 再数一下共轭类的个数猬 发现刚好合适献 所以我们构造出了所有的不可

约表示猡 爽猡

等等猬 再仔细对比一下猿 咦猬 我好像又发现了点什么献 不只是数量加起来一样那么简单诶献 四

种共轭类猬 四种表示猬 每一种的个数都是一样的献 咋回事猿 猨你猜猿 这个其实很深刻猬 我们就不讨

论了猩献

另外猬 我们似乎还有一个观察猬 每一个表示都是通过一个环面子群的特征构造出来的献 所以

似乎有

{猨T, θ猩 | T 是环面子群猬 θ 是 T 的特征} ↔ {所有的表示}.

这个也很深刻呢猡 请参考 獄獥獬獩獧獮獥猭獌獵獳獺獴獩獧猺 Reductive groups over finite fields猬 獁獮獮献 獍獡獴獨献 猱猹猷猶献

最近的工作可以参考 獋獡獬獥獴獨獡猺 Regular supercuspidal representations猬 獁獮獮献 獍獡獴獨献 獔獯 獡獰獰獥獡獲献

你看猬 一个小小的群能引出这么多深刻的数学猬 惊喜不惊喜猬 意外不意外猿

猲猷



6 一些相对复杂的材料

我们会布置一些常规的练习题供大家练手献 以下是一些内容较复杂的材料献 材料的难度不稳

定猬 有些难有些简单猬 具体难度全靠猜献 大家做不完没关系猬 拿回家接着慢慢想猬 有些材料深入想

下去是一些很有意义的没有解决的问题献

6.1 李型群表示的特征标

猱献 你能不能写下 獇獌2猨Fq猩 的特征标表猿

猲献 你能不能写下 獓獌2猨Fq猩 獗獥獩獬表示的特征标猿

6.2 限制问题

猱献 考虑 G 猽 獇獌2猨Fq猩 的不可约表示 π献 求 π|Ts 和π|Ta 的分解献 你能发现什么猿

猲献 考虑 G 猽 獇獌2猨Fq猩 的不可约表示 π1, π2, π3献 什么情况下在 π1 ⊗ π2 ⊗ π3 上存在 G 不变三

线性形式猿 如果有猬 有几个猿

猳献 对比第二问猬 对于 G 猽 獇獌2猨Fq2猩 ×獇獌2猨Fq猩 或者 G 猽 獇獌2猨Fq3猩 你准备怎么提这个问题猿

你提的问题你会做吗猿

6.3 Whittaker模型

固定加法特征 ψ 猺 Fq → C×献 设 π 是 G 猽 獇獌2猨Fq猩 的一个不可约表示献 所谓 π 上的一

个獗獨獩獴獴獡獫獥獲模型猨或者叫獗獨獩獴獴獡獫獥獲泛函猩猬是指 π 上的一个线性形式 ` 猺 π → C猬 满足条件

`

(
π

((
猱 x

猱

))
v

)
猽 ψ猨x猩`猨v猩.

猱献 哪些不可约表示有獗獨獩獴獴獡獫獥獲模型猿 猨只要维数不是一都有猡猩

猲献 证明如果 π 上存在獗獨獩獴獴獡獫獥獲模型猬 那么在相差一个常数的意义下这个模型是唯一的献

这里第二问强行硬刚正面可能有比较大的困难猨虽然也未必不可行猩猬 我们可以采用这样的证

明路线献 考虑 G 的子群

N 猽

{(
猱 x

猱

)∣∣∣ x ∈ Fq

}
,

和 N 的一维表示 ψN

((
猱 x

猱

))
猽 ψ猨x猩献 令 W 猽 獉獮獤GN ψN 献 首先证明獗獨獩獴獴獡獫獥獲模型的唯

一性等价于 W 分解成不可约表示是重数一的献 再证明猨用獓獣獨獵獲引理猩一个表示是重数一的当且

仅当它的自同态代数是交换的献 这样问题的转化成证明 獅獮獤G猨W猩 是交换的献 这个交换性可以使

用獇獥獬獦獡獮獤对合方法验证献

猲猸



6.4 新谷提升

考虑 G1 猽 獇獌2猨Fq猩猬 Gn 猽 獇獌2猨Fqn猩献 令 σ ∈ 獇獡獬猨Fqn/Fq猩 为獆獲獯獢獥獮獩獵獳元献 群 Gn 上自动

有獆獲獯獢獥獮獩獵獳的作用献

猱献 如果存在 h ∈ Gn 使得 g1 猽 h−1g2h
σ猬 那么我们说g1, g2 ∈ Gn 是扭曲共轭的猨獴獷獩獳獴獥獤

獣獯獮獪獵獧獡獴獥猩献 我们定义 Gn 上的范数映射 N 猺 Gn → Gn猬 g 7→ Ng 猽 g 7→ ggσ · · · gσn−1
献证明

Ng 通过 Gn 的元素与某个 G1 中的元素共轭献我们把这个元素在 G1 中的共轭等价类记为

N猨g猩献 证明 g 7→ N猨g猩 给出了 Gn 上扭曲共轭类到 G1 上共轭类的一一对应献

猲献 对于 Gn 的一个表示 猨猅, V 猩猬 我们定义它的 σ猭扭曲猅σ 为 猅σ猨g猩 猽 猅猨gσ猩 猨同一个表

示空间 V 猩献 如果 猅σ ' 猅猬 那么我们说 猅 是 σ猭稳定的献 假设猅 是 σ猭稳定的且维数大

于一献 证明存在唯一的同构 Iσ 猺 猨猅σ, V 猩 ' 猨猅, V 猩猬 使得 I∨σ ` 猽 `献 这里我们固定非平

凡加法特征 ψ 猺 Fq → C×猬 ` 是 猅 上由加法特征 ψ ◦ 獔獲Fqn/Fq 定义的獗獨獩獴獴獡獫獥獲模型猬

I∨σ 猺 猨猨猅σ猩∨, V ∨猩 ' 猨猅∨, V ∨猩 是 Iσ 的对偶映射献

猳献 证明对于 G1 的任意不可约表示 π猬 存在 Gn 的 σ猭稳定表示 猅猬 使得对于所有的 g ∈ Gn
都成立

獔獲獡獣獥猨π猨N猨g猩猩猩 猽 獔獲獡獣獥猨猅猨g猩Iσ猩.

从这个问题中你能受到什么启发猿

6.5 张量积

考虑 G 猽 獓獕猨猲猩献

猱献 取 G 的不可约表示 π1, π2, π3献 什么情况下π1 ⊗ π2 ⊗ π3 上存在 G 不变三线性形式猿

猲献 取 G 的不可约表示 π1, · · · , πn献 怎么将 π1 ⊗ · · · ⊗ πn 分解成 G 不可约表示的直和猿 这个

问题和第一个问题有什么联系猿

6.6 共轭问题

考虑有限群 G的两个表示猺 ρ1, ρ2 猺 G→ 獇獌猨n,C猩献 我们说ρ1 和 ρ2 是局部共轭的猬如果对于

每个 g ∈ G 我们都能找到 h ∈ 獇獌猨n,C猩 猨取决于 g猩猬 使得 ρ1猨g猩 猽 h−1ρ2猨g猩h献 我们说ρ1 和ρ2 是

整体共轭的猬如果我们都能找到 h ∈ 獇獌猨n,C猩使得对于每个 g ∈ G猬我们都有ρ1猨g猩 猽 h−1ρ2猨g猩h献

证明 ρ1 和ρ2 局部共轭当且仅当整体共轭献

把 獇獌猨n,C猩换成别的群猬 比方说 獓獏猨猲n,C猩猬 结论还成立吗猿猨废话猬当然不一定成立了猬成立

的话上一问就让你证明这个了猩 注意猺 群的连通性是重要的猬 否则很简单就能举出反例献

猲猹



6.7 紧群上的调和分析

设 G 是紧群猬 g ∈ G猬 f ∈ C猨G猩献 我们定义 f 的轨道积分

O猨g, f猩 猽

∫
G
f猨x−1gx猩獤x.

如果 猨π, V 猩 是 G 的不可约表示猬 那么 C猨G猩 在 V 上的作用由下式给出

π猨f猩v 猽

∫
G
f猨g猩π猨g猩v獤g, f ∈ C猨G猩, v ∈ V.

我们记 猂π猨f猩 猽 獔獲獡獣獥π猨f猩献

猱献 设 f1, f2 ∈ C猨G猩献 证明局部迹公式∫
G
O猨g, f1猩O猨g, f2猩獤g 猽

∑
π

猂π猨f1猩猂π猨f2猩,

其中 π 跑遍 G 所有的不可约表示献

猲献 证明紧群的獐獬獡獮獣獨獥獲獥獬公式猺

f猨猱猩 猽
∑
π

猨獤獩獭π猩猂π猨f猩,

其中 π 跑遍 G 所有的不可约表示献

猳献 设 π 是 G 的不可约表示猬 f 是任意一个矩阵系数猬 证明

O猨g, f猩 猽 猨獤獩獭π猩−1f猨猱猩獔獲獡獣獥π猨g猩.

猴献 记 D猨G猩 为 G 上所有分布构成的线性空间猨也就是 C猨G猩 的对偶空间里猩猬D猨G猩G 是 G 共

轭不变分布构成的子空间献 证明猺

{O猨g, ·猩 | g ∈ G}

和

{猂π | π 是不可约表示}

在 D猨G猩G 中都是弱稠密的献

在这个问题里要是把獜紧猢的条件去掉猬 你还能说什么话猿 獈獡獲獩獳獨猭獃獨獡獮獤獲獡为这个问题说了一

辈子话献 獁獲獴獨獵獲和獗獡獬獤獳獰獵獲獧獥獲也说过很多很多话献 这是群表示论和群上不变调和分析的中心问

题猬 在迹公式理论猬尤其是内窥理论猨獥獮獤獯獳獣獯獰獹猩中起着举足轻重的作用献

猳猰



6.8 轨道积分的匹配(一)

这个问题看上去是个纯粹的微积分问题献 但其实它跟表示论有深刻的联系献 这是证明所谓

獊獡獣獱獵獥獴獻獌獡獮獧獬獡獮獤獳对应的重要一步献

考虑 R 上的 獈獡獭獩獬獴獯獮 四元数代数 H 和它的乘法群 G献 证明群 G 同构于獇獌2猨C猩 的子群{(
a −b
b a

)∣∣∣ a, b ∈ C, |a|2 猫 |b|2 6猽 猰

}
.

令 γ ∈ G猬 我们记 Gγ 为 γ 的中心化子献 如果 f ∈ C∞c 猨G猩猬 我们定义轨道积分

O猨γ, f猩 猽

∫
Gγ\G

f猨g−1γg猩獤g.

这里的测度取 Gγ\G 上的右 G猭不变测度献 由于空间是紧的猬 所以积分显然是收敛的献

现在考虑 G′ 猽 獇獌2猨R猩猬 γ′ ∈ G′猬 G′γ′ 是中心化子献 对于 f ′ ∈ C∞c 猨G′猩猬 我们同样定义轨道积

分

O猨γ′, f ′猩 猽

∫
G′
γ′\G

′
f ′猨g−1γ′g猩獤g.

现在群不紧了猬 这个积分还收敛吗猿

最后证明猬给定 f ∈ C∞c 猨G猩猬我们可以找到 f ′ ∈ C∞c 猨G′猩猬使得对于所有的 γ ∈ G和 γ′ ∈ G′猬
如果他们在 獇獌2猨C猩 中共轭猬 那么

O猨γ, f猩 猽 O猨γ′, f ′猩.

反过来从 f ′ 出发你能找到 f 满足类似的条件吗猿

6.9 球面簇上的调和分析

上面的问题我们考虑了共轭等价类上的积分献 同样猬 我们可以考虑别的猬 比方说双陪集上的

积分献 这就是下面的两则材料献

还是考虑 R 上的 獈獡獭獩獬獴獯獮 四元数代数 H 和它的乘法群 G猬 H 猽 C× 自然嵌入 G 作为 G

的子群献 群 G 的中心 Z 是什么猿

猱献 设 π 是 G 的不可约表示猬 f 是 π 的一个矩阵系数猬 χ 猺 H → C× 是 H 的特征献 定义

α猨f, χ猩 猽

∫
Z\H

f猨h猩χ猨h猩獤h.

证明给定 χ猬 存在 f 使得 α猨f, χ猩 6猽 猰 当且仅当 獈獯獭H猨π|H , χ猩 6猽 猰献

猲献 接上题猬 对于任意 f ∈ C猨G猩猬 我们定义

J猨f猩 猽

∫
Z\H

獔獲獡獣獥猨π猨h猩π猨f猩猩獤h.

证明相对獐獬獡獮獣獨獥獲獥獬公式 ∫
H
f猨h猩χ猨h猩獤h 猽

∑
π

猨獤獩獭π猩Jπ猨f猩.

这里 π 过遍 G 的所有表示 猨想想看猬 哪些表示 Jπ猨f猩 恒等于零猿猩献

猳猱



6.10 轨道积分的匹配(二)

对于 ε 猽 ±猱猬 考虑如下定义的 獇獌2猨C猩 的子群G̃ε猬

G̃ε 猽

{(
a εb

b a

)∣∣∣ a, b ∈ C, |a|2 猫 |b|2 6猽 猰

}
.

对 ε 猽 ±猱猬 我们都记 G̃ε 的中心为 Z猬 定义 Gε 猽 G̃ε/Z献 于是 H ' C×/R× 对角线嵌入 Gε 作为

Gε 的子群献 对于 fε ∈ C∞c 猨Gε猩猬 x ∈ R\{猰,±猱}猬 我们定义轨道积分

O猨x, fε猩 猽

∫
Z\H×H

f

(
h−11

(
猱 εx

x 猱

)
h2

)
獤h1獤h2.

另外我们考虑群 G′ 猽 獐獇獌2猨R猩 和对角线子群 H ′ ' R×献 对于 f ′ ∈ C∞c 猨G′猩猬 x ∈
R\{猰,±猱}猬 我们定义轨道积分

O猨x, 獳獧獮, f ′猩 猽

∫
H′×H′

f ′

(
h−11

(
猱 x

猱 猱

)
h2

)
獳獧獮猨獤獥獴h−11 h2猩獤h1獤h2,

这里 獳獧獮 是符号函数猬 獤獥獴 是 獇獌2猨R猩 上的行列式函数献

猱献 写下双陪集 H\G/H 和 H ′\G′/H ′ 的全部代表元献 你能看出点什么门道不猿

猲献 证明猺 对于任意的 f ′ ∈ C∞c 猨G′猩猬 存在 fε ∈ C∞c 猨Gε猩猬 ε 猽 ±猱猬 使得

O猨εx2, 獳獧獮, f ′猩 猽 O猨x, fε猩.

反过来猬 给定 fε ∈ C∞c 猨Gε猩猬 ε 猽 ±猱猬 那么存在 f ′ ∈ C∞c 猨G′猩猬 使得

O猨εx2, 獳獧獮, f ′猩 猽 O猨x, fε猩.

猳献 大家体会一下符号函数起了什么作用猿 换言之猬 假如我们在轨道积分的定义中去掉那个符

号函数猬 结论还可能成立吗猿

猳猲
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