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课程安排

课时
本课程共 10 周 40 课时, 自 2023 年 9 月 12 日至 2023 年 11 月 16 日.

课程 QQ 群 (入群答案 1400261B)
003 班 (机器人、自动化) 871140152 004 班 (力学、电气) 871141886

教材

图: 西交高数教研室《复变函数》 图: 张元林《积分变换》
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成绩构成

作业 15 分
每章交一次, 作业及前一章答案每次发布在 QQ群和个人主页中. 作业可以打印出
来, 或使用薄作业本 (不用抄题目, 注明题号), 请勿使用厚笔记本!
作业不允许迟交. 没带的请当天联系助教补交, 迟一天交 −50% 当次作业分, 迟两
天或以上 0 分. 请假需提前交给我请假条.

课堂测验 25 分
课堂测验共 3 次, 取最高的两次平均. 测验范围和时间会提前通知. 测验时在教室
内作答，否则按未考处理.

期末报告 10 分
期末之前会告知主题. 请交手写纸质版, 并自行留存电子版本以免意外丢失.

期末考试 50 分
期末卷面需要达到 45 分才计算总评分数, 45 分以下直接不及格.
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复变函数的应用

复变函数的应用非常广泛, 它包括：
• 数学中的代数、数论、几何、分析、动力系统⋯⋯
• 物理学中流体力学、材料力学、电磁学、光学、量子力学⋯⋯
• 信息学、电子学、电气工程⋯⋯
可以说复变函数应用之广, 在大学数学课程中仅次于高等数学和线性代数.
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课程学习方法

课前
预习课本

课上
认真听课
记好笔记

课后
过一遍教材
与课上知识点

作业
检测学
习效果
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第一章 复数与复变函数
1 复数及其代数运算

2 复数的三角与指数形式

3 复数的乘除、乘幂与方根

4 曲线和区域

5 复变函数

6 极限和连续性



复数的引入 非考试内容

复数起源于多项式方程的求根问题. 我们考虑一元二次方程 x2 + bx+ c = 0, 配方
可得 (

x+ b

2

)2
= b2 − 4c

4
.

于是得到求根公式
x = −b±

√
∆

2
, ∆ = b2 − 4c.

(1) 当 ∆ > 0 时, 有两个不同的实根;
(2) 当 ∆ = 0 时, 有一个二重的实根;
(3) 当 ∆ < 0 时, 无实根. 然而, 如果我们接受负数开方的话, 此时仍然有两个根, 形式
地计算可以发现它们满足原来的方程.
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三次方程的根 非考试内容

现在我们来考虑一元三次方程.

例
解方程 x3 + 6x− 20 = 0.

解
设 x = u+ v, 则

u3 + v3 + 3uv(u+ v) + 6(u+ v) − 20 = 0.

我们希望 u3 + v3 = 20, uv = −2, 则 u3, v3 满足一元二次方程 X2 − 20X − 8 = 0. 解
得

u3 = 10 ±
√

108 = (1 ±
√

3)3.

所以 u = 1 ±
√

3, v = 1 ∓
√

3, x = u+ v = 2.
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三次方程的根 非考试内容

那么这个方程是不是真的只有 x = 2 这一个解呢? 由 f ′(x) = 3x2 + 6 > 0 可知其
单调递增, 因此确实只有一个解.

−20

2
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三次方程的根 非考试内容

例
解方程 x3 − 7x+ 6 = 0.

解
同样地我们有 x = u+ v, 其中

u3 + v3 = −6, uv = 7
3
.

于是 u3, v3 满足一元二次方程 X2 + 6X + 343
27

= 0. 然而这个方程没有实数解.
我们可以强行解得

u3 = −3 + 10
9

√
−3.
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三次方程的根

续解

u = 3

√
−3 + 10

9
√

−3 = 3 + 2
√

−3
3

,
−9 +

√
−3

6
,
3 − 5

√
−3

6
,

相应地

v = 3 − 2
√

−3
3

,
−9 −

√
−3

6
,
3 + 5

√
−3

6
,

x = u+ v = 2,−3, 1.

所以我们从一条 “错误的路径’’ 走到了正确的目的地?
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三次方程的根 非考试内容

对于一般的三次方程 x3 + px+ q = 0 而言, 类似可得:

x = u− p

3u
, u3 = −q

2
+

√
∆, ∆ = q2

4
+ p3

27
.

由于 p = 0 情形较为简单, 所以我们不考虑这种情形. 通过分析函数图像的极值点可以
知道:
(1) 当 ∆ > 0 时, 有 1 个实根.
(2) 当 ∆ = 0 时, 有 2 个实根 x = − 3

√
4q, 1

2
3
√

4q (2 重).
(3) 当 ∆ < 0 时, 有 3 个实根.

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶复数的引入 11 / 389



三次方程的根 非考试内容

所以我们想要使用求根公式的话, 就必须接受负数开方. 那么为什么当 ∆ < 0 时,
从求根公式一定能得到 3 个实根呢? 在学习了第一章的内容之后我们就可以回答这个
问题了.
尽管在十六世纪, 人们已经得到了三次方程的求根公式, 然而对其中出现的虚数,

却是难以接受.

圣灵在分析的奇观中找到了超凡的显示, 这就是那个理想世界的端兆, 那个介于存
在与不存在之间的两栖物, 那个我们称之为虚的 −1 的平方根。

莱布尼兹 (Leibniz)

我们将在下一节使用更为现代的语言来解释和运用复数.
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第一节 复数及其代数运算
复数的概念

复数的代数运算

共轭复数



复数的定义

现在我们来正式介绍复数的概念.

定义
固定一个记号 i, 复数就是形如 z = x + yi 的元素, 其中 x, y 均是实数, 且不同的
(x, y) 对应不同的复数.

换言之, 每一个复数可以唯一地表达成 x+ yi 这样的形式. 也就是说, 复数全体构
成一个二维实线性空间, 且 {1, i} 是一组基.

我们将全体复数记作 C, 全体实数记作 R, 则 C = R + Ri.
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复平面

由于 C 是一个二维实向量空间, 1 和 i 构成一组基, 因此它和平面上的点可以建立
一一对应.

0

z = x+ yi Z(x, y)

x
y

O

直角坐标系

一一对应

复平面

−→
OZ = (x, y)

O

向量

一一对应
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实部和虚部, 虚数和纯虚数

当 y = 0 时, z = x 就是一个实数. 它对应复平面上的点就是直角坐标系的 x 轴上
的点. 因此我们称 x 轴为实轴. 相应地, 称 y 轴为虚轴. 称 z = x+ yi 在实轴和虚轴的
投影为它的实部 Re z = x 和虚部 Im z = y.
当 Im z = 0 时, z 是实数. 不是实数的复数是虚数. 当 Re z = 0 且 z ̸= 0 时, 称 z

是纯虚数.

z = x+ yi

0
实轴

虚轴

Re z

Im z

实数

纯虚数
不含原点 实数

0, 1,
√

2, π, e

全
体
复
数

虚数
i, πi, −1+

√
3i

2

纯虚数
i,−i, πi
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典型例题：判断实数和纯虚数

例
实数 x 取何值时, z = (x2 − 3x− 4) + (x2 − 5x− 6)i 是:
(1) 实数; (2) 纯虚数.

解
(1) Im z = x2 − 5x− 6 = 0, 即 x = −1 或 6.
(2) Re z = x2 − 3x− 4 = 0, 即 x = −1 或 4. 但同时要求 Im z = x2 − 5x− 6 ̸= 0,
因此 x ̸= −1, x = 4.

练习
若 x2(1 + i) + x(5 + 4i) + 4 + 3i 是纯虚数, 则实数 x = −4 .
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复数的加法与减法

设 z1 = x1 + y1i, z2 = x2 + y2i. 由 C 是二维实线性空间可得复数的加法和减法:

z1 + z2 = (x1 + x2) + (y1 + y2)i,
z1 − z2 = (x1 − x2) + (y1 − y2)i.

复数的加减法与其对应的向量 −→
OZ 的加减法是一致的.

z1

z2
z1 + z2

y

x
0

z1 − z2

−z2
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复数的乘除法

规定 i · i = −1. 由线性空间的数乘和乘法分配律可得:

z1 · z2 = x1 · x2 + x1 · y2i+ y1i · x2 + y1i · y2i

= (x1x2 − y1y2) + (x1y2 + x2y1)i,

1
z

= x− yi

x2 + y2 ,
z1
z2

= x1x2 + y1y2
x2

2 + y2
2

+ x2y1 − x1y2
x2

2 + y2
2

i.

对于正整数 n, 定义 z 的 n 次幂为 n 个 z 相乘. 当 z ̸= 0 时, 还可以定义
z0 = 1, z−n = 1

zn
.
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典型例题: 常见复数的幂次

例
(1) i2 = −1, i3 = −i, i4 = 1. 一般地, 对于整数 n,

i4n = 1, i4n+1 = i, i4n+2 = −1, i4n+3 = −i.

(2) 令 ω = −1 +
√

3i
2

, 则 ω2 = −1 −
√

3i
2

, ω3 = 1.

(3) 令 z = 1 + i, 则

z2 = 2i, z3 = −2 + 2i, z4 = −4, z8 = 16 = 24.

我们把满足 zn = 1 的复数 z 称为 n 次单位根. 那么 1, i,−1,−i 是 4 次单位根,
1, ω, ω2 是 3 次单位根.
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典型例题: 常见复数的幂次

例
化简 1 + i+ i2 + i3 + i4 = 1 .

解
根据等比数列求和公式,

1 + i+ i2 + i3 + i4 = i5 − 1
i− 1

= i− 1
i− 1

= 1.

练习 (2020 年 A 卷)

化简
(1 − i

1 + i

)2020
= 1 .
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复数域 非考试内容

复数全体构成一个域. 所谓的域, 是指带有如下内容和性质的集合
• 包含 0, 1, 且有四则运算;
• 满足加法结合/交换律, 乘法结合/交换/分配律;
• 对任意 a, a+ 0 = a× 1 = a.
有理数全体 Q, 实数全体 R 也构成域, 它们是 C 的子域. 与有理数域和实数域有着本
质不同的是, 复数域是代数闭域: 对于任何次数 n ⩾ 1 的复系数多项式

p(z) = zn + cn−1z
n−1 + · · · + c1z + c0,

都存在复数 z0 使得 p(z0) = 0. 也就是说复系数多项式可以因式分解成一次多项式的乘
积. 我们会在第五章证明该结论.
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复数域不是有序域 非考试内容

在 Q,R 上可以定义出一个好的大小关系, 换言之它们是有序域, 即存在一个满足
下述性质的 >:

• 若 a ̸= b, 则要么 a > b, 要么 b > a;
• 若 a > b, 则对于任意 c, a+ c > b+ c;
• 若 a > b, c > 0, 则 ac > bc.
而 C 却不是有序域. 如果 i > 0, 则

−1 = i · i > 0, −i = −1 · i > 0.

于是 0 > i, 矛盾! 同理 i < 0 也不可能.
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共轭复数

定义
称 z 在复平面关于实轴的对称点为它的共轭复数 z. 换言之, z = x− yi.

从定义出发, 不难验证共轭复数满足如下性质:

共轭复数性质汇总
(1) z 是 z 的共轭复数.
(2) z1 ± z2 = z1 ± z2, z1 · z2 = z1 · z2, z1/z2 = z1/z2.
(3) zz = (Re z)2 + (Im z)2.
(4) z + z = 2 Re z, z − z = 2i Im z.

(4)表明了 x, y 可以用 z, z 表出. (2)表明共轭复数和四则运算交换. 这意味着使用
共轭复数进行计算和证明，往往比直接使用 x, y 表达的形式更简单.
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例题：共轭复数证明等式

练习
z 关于虚轴的对称点是 −z .

例
证明 z1 · z2 + z1 · z2 = 2 Re(z1 · z2).

证明
我们可以设 z1 = x1 + y1i, z2 = x2 + y2i, 然后代入等式两边化简并比较实部和虚
部得到. 但我们利用共轭复数可以更简单地证明它.
由于 z1 · z2 = z1 · z2 = z1 · z2, 因此

z1 · z2 + z1 · z2 = z1 · z2 + z1 · z2 = 2 Re(z1 · z2).

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 1 复数及其代数运算 ▶C 共轭复数 24 / 389



例题：共轭复数判断实数

例

设 z = x+ yi 且 y ̸= 0,±1. 证明: x2 + y2 = 1 当且仅当 z

1 + z2 是实数.

证明
z

1 + z2 是实数当且仅当

z

1 + z2 =
(

z

1 + z2

)
= z

1 + z2 ,

即
z(1 + z2) = z(1 + z2), (z − z)(zz − 1) = 0.

由 y ̸= 0 可知 z ̸= z. 故上述等式等价于 zz = 1, 即 x2 + y2 = 1.
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例题: 复数的代数计算

由于 zz 是一个实数, 因此在做复数的除法运算时, 可以利用下式将其转化为乘法:
z1
z2

= z1z2
z2z2

= z1z2
x2

2 + y2
2
.

例

z = −1
i

− 3i
1 − i

, 求 Re z, Im z 以及 zz.

解

z = −1
i

− 3i
1 − i

= i− 3i− 3
2

= 3
2

− 1
2
i,

因此

Re z = 3
2
, Im z = −1

2
, zz =

(3
2

)2
+
(

−1
2

)2
= 5

2
.
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例题: 复数的代数计算

例

设 z1 = 5 − 5i, z2 = −3 + 4i, 求
(
z1
z2

)
.

解

z1
z2

= 5 − 5i
−3 + 4i

= (5 − 5i)(−3 − 4i)
(−3)2 + 42

= (−15 − 20) + (−20 + 15)i
25

= −7
5

− 1
5
i,

因此

(
z1
z2

)
= −7

5
+ 1

5
i.
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第二节 复数的三角与指数形式
复数的模和辐角

复数的三角形式和指数形式



复数的极坐标形式

由平面的极坐标表示, 我们可以得到复数的另一种表示方式. 以 0 为极点, 正实轴
为极轴, 逆时针为极角方向可以自然定义出复平面上的极坐标系.

z = x+ yi

0

r r =
√
x2 + y2

θ = arctan y
x
或 arctan y

x
± π

x = r cos θ

y = r sin θ
θ

定义
• 称 r 为 z 的模, 记为 |z| = r.
• 称 θ 为 z 的辐角, 记为 Arg z = θ. 0 的辐角没有意义.
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主辐角

任意 z ̸= 0 的辐角有无穷多个. 我们固定选择其中位于 (−π, π] 的那个, 并称之
为主辐角或辐角主值, 记作 arg z.

0

arctan y
x

arctan y
x

arctan y
x

+π

π

arctan y
x

−π

π

2

−π

2

arg z =



arctan y
x
, x > 0;

arctan y
x

+ π, x < 0, y ⩾ 0;

arctan y
x

− π, x < 0, y < 0;
π

2
, x = 0, y > 0;

− π

2
, x = 0, y < 0.

那么 Arg z = arg z + 2kπ, k ∈ Z.
注意 arg z = − arg z 未必成立, 例如 z 是负实数.
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复数模的性质

复数的模满足如下性质:
模的性质汇总
• zz = |z|2 = |z|2;
• |Re z| , |Im z| ⩽ |z| ⩽ |Re z| + |Im z|;
• ∣∣|z1| − |z2|

∣∣ ⩽ |z1 ± z2| ⩽ |z1| + |z2|;
• |z1 + z2 + · · · + zn| ⩽ |z1| + |z2| + · · · + |zn|.

|z|

|Re z|

|Im z|
z1

z2

|z1|

|z2|
|z1 + z2|

|z1 − z2|
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例题：共轭复数解决模的等式

例
证明 (1) |z1z2| = |z1z2| = |z1| · |z2|;
(2) |z1 + z2|2 = |z1|2 + |z2|2 + 2 Re(z1z2).

证明
(1) 因为

|z1z2|2 = z1z2 · z1z2 = z1z2z1z2 = |z1|2 · |z2|2,

所以 |z1z2| = |z1| · |z2|. 因此 |z1z2| = |z1| · |z2| = |z1| · |z2|.
(2) 因为

左边 = (z1 + z2)(z1 + z2) = z1z1 + z2z2 + z1z2 + z1z2,

右边 = z1z1 + z2z2 + z1z2 + z1z2,

而 z1z2 = z1z2, 所以两侧相等.
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复数的三角形式和指数形式

由 x = r cos θ, y = r sin θ 可得复数的三角形式

z = r(cos θ + i sin θ).

定义 eiθ = exp(iθ) := cos θ + i sin θ (欧拉恒等式), 则我们得到复数的指数形式

z = reiθ = r exp(iθ).

这两种形式的等价的, 指数形式可以认为是三角形式的一种缩写方式.
求复数的三角/指数形式的关键在于计算模和辐角.

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 2 复数的三角与指数形式 ▶B 复数的三角形式和指数形式 32 / 389



典型例题: 求复数的三角/指数形式

例

将 z = −
√

12 − 2i 化成三角形式和指数形式.

解
r = |z| =

√
12 + 4 = 4. 由于 z 在第三象限, 因此

arg z = arctan −2
−

√
12

− π = π

6
− π = −5π

6
.

故

z = 4
[
cos

(
−5π

6

)
+ i sin

(
−5π

6

)]
= 4e− 5πi

6 .
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典型例题: 求复数的三角/指数形式

例

将 z = sin π
5

+ i cos π
5
化成三角形式和指数形式.

解

|z| = 1, arg z = arctan cos(π/5)
sin(π/5)

= arctan cot π
5

= π

2
− π

5
= 3π

10
.

因此 z = cos 3π
10

+ i sin 3π
10

= e
3πi
10 .

另解

z = sin π
5

+ i cos π
5

= cos
(
π

2
− π

5

)
+ i sin

(
π

2
− π

5

)
= cos 3π

10
+ i sin 3π

10
= e

3πi
10 .
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典型例题: 求复数的三角/指数形式

求复数的三角或指数形式时, 我们只需要任取一个辐角就可以了, 不要求必须是主
辐角.

练习

将 z =
√

3 − 3i 化成三角形式和指数形式.

答案

z = 2
√

3
(

cos −π
3

+ i sin −π
3

)
= 2

√
3e− πi

3 , 写成 5π
3
也可以.
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模为 1 的复数

两个模相等的复数之和的三角/指数形式形式较为简单.

eiθ + eiφ = 2 cos θ − φ

2
e

θ+φ
2 i.

φ

θ−φ
2

0

eiφ

eiθ

例

如果 |z| = 1, arg z = θ, 则 z + 1 = 2 cos θ
2
e

θi
2 .
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第三节 复数的乘除、乘幂与方根
复数的乘除与三角/指数表示

复数的乘幂

复数的方根



复数的乘除与三角/指数表示

三角/指数形式在进行复数的乘法、除法和幂次计算中非常方便.

定理
设

z1 = r1(cos θ1 + i sin θ1) = r1e
iθ1 ,

z2 = r2(cos θ2 + i sin θ2) = r2e
iθ2 ̸= 0,

则
z1z2 = r1r2[cos(θ1 + θ2) + i sin(θ1 + θ2)] = r1r2e

i(θ1+θ2),

z1
z2

= r1
r2

[cos(θ1 − θ2) + i sin(θ1 − θ2)] = r1
r2
ei(θ1−θ2).
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复数的乘除与三角/指数表示

换言之,
|z1z2| = |z1| · |z2|,

∣∣∣∣z1
z2

∣∣∣∣ = |z1|
|z2|

,

Arg(z1z2) = Arg z1 + Arg z2, Arg
(
z1
z2

)
= Arg z1 − Arg z2.

关于多值函数的等式的含义是指: 两边所能取到的值构成的集合相等. 例如此处关于辐
角的等式的含义是:

Arg(z1z2) = {θ1 + θ2 : θ1 ∈ Arg z1, θ2 ∈ Arg z2}.

Arg
(
z1
z2

)
= {θ1 − θ2 : θ1 ∈ Arg z1, θ2 ∈ Arg z2}.
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复数的乘除与三角/指数表示

注意上述等式中 Arg 不能换成 arg, 也就是说

arg(z1z2) = arg z1 + arg z2, arg
(
z1
z2

)
= arg z1 − arg z2

不一定成立. 这是因为 arg z1 ± arg z2 有可能不落在区间 (−π, π] 上. 例如
z1 = z2 = e0.99πi, z1z2 = e1.98πi,

arg z1 + arg z2 = 0.99π + 0.99π = 1.98π,

arg(z1z2) = −0.02π.

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 3 复数的乘除、乘幂与方根 ▶A 复数的乘除与三角/指数表示 39 / 389



复数的乘除与三角/指数表示

证明

z1z2 = r1(cos θ1 + i sin θ1) · r2(cos θ2 + i sin θ2)
= r1r2

[
(cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2) + i(cos θ1 sin θ2 + sin θ1 cos θ2)

]
= r1r2

[
cos(θ1 + θ2) + i sin(θ1 + θ2)

]
因此乘法情形得证.
设

z1
z2

= reiθ, 则由乘法情形可知

rr2 = r1, θ + Arg z2 = Arg z1.

因此 r = r1
r2
, θ = θ1 − θ2 + 2kπ, 其中 k ∈ Z.
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乘积的几何意义

从该定理可以看出, 乘以复数 z = reiθ 可以理解为模放大为 r 倍, 并沿逆时针旋转
角度 θ.

θ

θ

z = reiθ

1

z1

zz1
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例题: 复数解决平面几何问题

例
已知正三角形的两个顶点为 z1 = 1 和 z2 = 2 + i, 求它的另一个顶点.

解

由于
−−−→
Z1Z3 为

−−−→
Z1Z2 顺时针或逆时针旋转

π

3
,

z1

z2
z3

z′
3
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例题: 复数解决平面几何问题

续解
因此

z3 − z1 = (z2 − z1) exp
(

±πi

3

)
= (1 + i)

(
1
2

±
√

3
2
i

)

= 1 −
√

3
2

+ 1 +
√

3
2

i 或
1 +

√
3

2
+ 1 −

√
3

2
i,

z3 = 3 −
√

3
2

+ 1 +
√

3
2

i 或
3 +

√
3

2
+ 1 −

√
3

2
i.
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例题: 复数解决平面几何问题

例

设 AD 是 △ABC 的角平分线, 证明 AB

AC
= DB

DC
.

证明

不妨设 A = 0, B = z, C = 1. 则 D = (1 − λ)z + λ, 其中 λ = DB

BC
∈ (0, 1).

A

B = z

C = 1

D
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例题: 复数解决平面几何问题

续证

由于 ∠BAD = ∠DAC, 因此 z

(1 − λ)z + λ
是

(1 − λ)z + λ

1
的正实数倍. 即

((1 − λ)z + λ)2

z
= (1 − λ)2z + λ2

z
+ 2λ(1 − λ) ∈ R.

从而

(1 − λ)2z + λ2

z
= (1 − λ)2z + λ2

z
, ((1 − λ)2|z|2 − λ2)(z − z) = 0.

显然 z ̸= z. 又因为 0 < λ < 1, 故

AB

AC
= |z| = λ

1 − λ
= DB

BC −DB
= DB

DC
.
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复数的乘幂

设 z = r(cos θ + i sin θ) = reiθ ̸= 0. 根据复数三角/指数形式的乘法和除法运算法
则, 我们有

zn = rn(cosnθ + i sinnθ) = rneinθ, ∀n ∈ Z.

特别地, 当 r = 1 时, 我们得到棣莫弗 (De Moivre) 公式

(cos θ + i sin θ)n = cosnθ + i sinnθ.
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复数的乘幂 非考试内容

对棣莫弗公式左侧进行二项式展开可以得到

cos(2θ) = 2 cos2 θ − 1,
cos(3θ) = 4 cos3 θ − 3 cos θ,
cos(4θ) = 8 cos4 θ − 8 cos2 θ + 1,
cos(5θ) = 16 cos5 θ − 20 cos3 θ + 5 cos θ.

一般地, 可以证明 cosnθ 是 cos θ 的 n 次多项式, 这个多项式

gn(T ) = 2n−1Tn − n2n−3Tn−2 + · · ·

叫做切比雪夫多项式. 它在计算数学的逼近理论中有着重要作用.
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典型例题: 复数乘幂的计算

例
求 (1 + i)n + (1 − i)n.

解

由于 1 + i =
√

2
(
cos π

4 + i sin π
4
)
, 1 − i =

√
2
(
cos π

4 − i sin π
4
)
, 因此

(1 + i)n + (1 − i)n

= 2
n
2

(
cos nπ

4
+ i sin nπ

4
+ cos nπ

4
− i sin nπ

4

)
= 2

n
2 +1 cos nπ

4
.

练习

求 (
√

3 + i)2022 = −22022 .
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复数的方根

我们利用复数乘幂公式来计算复数 z 的 n 次方根 n
√
z. 设

wn = z = reiθ ̸= 0, w = ρeiφ,

则
wn = ρn(cosnφ+ i sinnφ) = r(cos θ + i sin θ).

比较两边的模可知 ρn = r, ρ = n
√
r.

为了避免记号冲突, 当 r 是正实数时, n
√
r 默认表示 r 的唯一的 n 次正实根, 称之

为算术根.
由于 nφ 和 θ 的正弦和余弦均相等, 因此存在整数 k 使得

nφ = θ + 2kπ, φ = θ + 2kπ
n

.
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复数的方根

故

w = wk = n
√
r exp (θ + 2kπ)i

n

= n
√
r

(
cos θ + 2kπ

n
+ i sin θ + 2kπ

n

)
.

不难看出, wk = wk+n, 而 w0, w1, . . . , wn−1 两两不同. 因此只需取
k = 0, 1, . . . , n− 1. 故任意一个非零复数的 n 次方根有 n 个值.
这些根的模都相等, 且 wk 和 wk+1 辐角相差 2π

n
. 因此它们是以原点为中心, n

√
r

为半径的圆的内接正 n 边形的顶点.
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典型例题: 复数方根的计算

例
求 4√1 + i.

解

由于 1 + i =
√

2 exp
(
πi

4

)
, 因此

4√1 + i = 8√2 exp
(π

4 + 2kπ)i
4

, k = 0, 1, 2, 3.

所以该方根所有值为

w0 = 8√2e
πi
16 , w1 = 8√2e

9πi
16 , w2 = 8√2e

17πi
16 , w3 = 8√2e

25πi
16 .
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典型例题: 复数方根的计算

显然 wk+1 = iwk, 所以 w0, w1, w2, w3 形成了一个正方形.

0

w0

w1

w2

w3

练习

求 6√−1 = ±
√

3 + i

2
,±i,±

√
3 − i

2 .
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方幂和方根的辐角等式

注意当 |n| ⩾ 2 时, Arg(zn) = nArg z 不成立. 这是因为

Arg(zn) = n arg z + 2kπ, k ∈ Z,

nArg z = n arg z + 2nkπ, k ∈ Z.

不过我们总有
Arg n

√
z = 1

n
Arg z = arg z + 2kπ

n
, k ∈ Z,

其中左边表示 z 的所有 n 次方根的所有辐角.
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三次方程的求根问题 非考试内容

现在我们来看三次方程 x3 + px+ q = 0 的根, p ̸= 0.

x = u+ v, u3 = −q

2
+

√
∆, uv = −p

3
.

(1) 如果 ∆ > 0, 设实数 α 满足 α3 = −q/2 +
√

∆, ω = e2πi/3. 那么

u = α, αω, αω2, x = α− p

3α
, αω − p

3α
ω2, αω2 − p

3α
ω.

容易证明后两个根都是虚数.
(2) 如果 ∆ < 0, 则 p < 0, |u|2 = −p/3. 从而 v = u. 设 3

√
−q/2 +

√
∆ = u1, u2, u3, 则

我们得到 3 个实根
x = u1 + u1, u2 + u2, u3 + u3.
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第四节 曲线和区域
复数表平面曲线

区域的定义

区域的特性



典型例题: 复数方程表平面图形

很多的平面图形能用复数形式的方程来表示, 这种表示方程有些时候会显得更加
直观和易于理解.

例
|z + i| = 2.
该方程表示与 −i 的距离为 2 的点全体, 即圆心为 −i 半径为 2 的圆.
一般的圆方程为 |z − z0| = R, 其中 z0 是圆心, R 是半径.

−i
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典型例题: 复数方程表平面图形

例
|z − 2i| = |z + 2|.
该方程表示与 2i 和 −2 的距离相等的点, 即二者连线的垂直平分线. 两边同时平
方化简可得 x+ y = 0.

−2

2i

例
Im(i+ z) = 4.
设 z = x+ yi, 则 Im(i+ z) = 1 − y = 4, 因此 y = −3.
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典型例题: 复数方程表平面图形

例
|z − z1| + |z − z2| = 2a.
• 当 2a > |z1 − z2| 时, 该方程表示以 z1, z2 为焦点, a 为长半轴的椭圆;
• 当 2a = |z1 − z2| 时, 该方程表示连接 z1, z2 的线段;
• 当 2a < |z1 − z2| 时, 该方程表示空集.

例
|z − z1| − |z − z2| = 2a.
• 当 2a < |z1 − z2| 时, 该方程表示以 z1, z2 为焦点, a 为实半轴的双曲线的一支;
• 当 2a = |z1 − z2| 时, 该方程表示以 z2 为起点, 与 z2, z1 连线反向的射线;
• 当 2a > |z1 − z2| 时, 该方程表示空集.
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典型例题: 复数方程表平面图形

练习
z2 + z2 = 1 和 z2 − z2 = i 分别表示什么图形?

答案

双曲线 x2 − y2 = 1
2
和双曲线 xy = 1

4
.
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邻域

为了引入极限的概念, 我们需要考虑点的邻域. 类比于高等数学中的邻域和去心邻
域, 我们在复变函数中, 称开圆盘

U(z0, δ) = {z : |z − z0| < δ}

为 z0 的一个 δ-邻域, 称去心开圆盘
◦
U(z0, δ) = {z : 0 < |z − z0| < δ}

为 z0 的一个去心 δ-邻域.

z0 z0δ δ
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内部、外部、边界

设 G 是复平面的一个子集, z0 ∈ C. 它们的位置关系有三种可能:
(1) 如果存在 z0 的一个邻域 U 完全包含在 G 中, 则称 z0 是 G 的一个内点.
(2) 如果存在 z0 的一个邻域 U 完全不包含在 G 中, 则称 z0 是 G 的一个外点.
(3) 如果 z0 的任何一个邻域 U , 都有属于和不属于 G 的点, 则称 z0 是 G 的一个边界
点.

显然内点都属于 G, 外点都不属于 G, 而边界点则都有可能. 这类比于区间的端点和区
间的关系.

G
z0 z0 z0
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开集和闭集

如果 G 的所有点都是内点, 也就是说, G 的边界点都不属于它, 称 G 是一个开集.
例如

|z − z0| < R, 1 < Re z < 3, π

4
< arg z < 3π

4
都是开集. 如果 G 的所有边界点都属于 G, 称 G 是一个闭集. 这等价于它的补集是开
集.
直观上看: 开集往往由 >,< 的不等式给出, 闭集往往由 ⩾,⩽ 的不等式给出. 不过

注意这并不是绝对的. 例如 |z + 1| + |z − 1| ⩾ 1 表示整个复平面.
如果 D 可以被包含在某个开圆盘 U(0, R) 中, 则称它是有界的. 否则称它是无

界的.
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区域和闭区域

定义
如果开集 D 的任意两个点之间都可以用一条完全包含在 D 中的折线连接起来, 则
称 D 是一个区域. 也就是说, 区域是连通的开集.

观察下侧的图案, 青色部分是一个区域 (不包含红色部分). 红色的线条和点是它的
边界. 区域和它的边界一起构成了闭区域, 记作 D. 它是一个闭集.

z1

z2

数学中边界的概念与日常所说的边界是两码事. 例如区域 |z| > 1 的边界是 |z| = 1, 其
闭区域是 |z| ⩾ 1.
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常见区域

复平面上的区域大多由复数的实部、虚部、模和辐角的不等式所确定. 这些区域对
应的闭区域是什么?

上半平面 Im z > 0

下半平面 Im z < 0

左半平面
Re z < 0

右半平面
Re z > 0

竖直带状区域
x1 < Re z < x2

水平带状区域
y1 < Im z < y2

角状区域
α1 < arg z < α2

圆环域
r < |z| < R
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简单闭曲线（闭路）

设 x(t), y(t), t ∈ [a, b] 是两个连续函数, 则参变量方程
{
x = x(t),
y = y(t),

t ∈ [a, b] 定义
了一条连续曲线. 这也等价于 C : z = z(t) = x(t) + iy(t), t ∈ [a, b].
如果除了两个端点有可能重叠外, 其它情形不会出现重叠的点, 则称 C 是简单曲

线. 如果还满足两个端点重叠, 即 z(a) = z(b), 则称 C 是简单闭曲线, 也简称为闭路.

z(a)
z(b)
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闭路的内部和外部

闭路 C 把复平面划分成了两个区域, 一个有界一个无界. 分别称这两个区域是 C
的内部和外部. C 是它们的公共边界.

这件事情的严格证明是十分困难的 (Veblen 1905).
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单连通域和多连通域

在前面所说的几个区域的例子中, 我们在区域中画一条闭路. 除了圆环域之外, 闭
路的内部仍然包含在这个区域内.
定义

如果区域 D 中的任一闭路的内部都包含在 D 中, 则称 D 是单连通域. 否则称之
为多连通域.

单连通域内的任一闭路可以连续地变形成一个点. 这也等价于: 设 ℓ1, ℓ2 是从 A
到 B 的两条连续曲线, 则 ℓ1 可以连续地变形为 ℓ2 且保持端点不动.
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例题: 区域的特性

例
(1) Re(z2) < 1.
设 z = x+ yi, 则 Re(z2) = x2 − y2 < 1. 这是无界的单连通域.
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例题: 区域的特性

例 (续)

(2) | arg z| < π

3
(不含原点). 即角状区域 −π

3
< arg z < π

3
. 这是无界的单连通域.
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例题: 区域的特性

例 (续)

(3)
∣∣∣∣1z
∣∣∣∣ ⩽ 3. 即 |z| ⩾ 1

3
. 这是无界的多连通闭区域.
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例题: 区域的特性

例 (续)
(4) |z + 1| + |z − 1| < 4.
表示一个椭圆的内部. 这是有界的单连通域.

思考
|z + 1| + |z − 1| ⩾ 1 表示什么集合?

答案
整个复平面.
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第五节 复变函数
复变函数的定义

映照



复变函数的定义

所谓的映射, 就是两个集合之间的一种对应 f : A → B, 使得对于每一个 a ∈ A, 有
一个唯一确定的 b = f(a) 与之对应.

• 当 A 和 B 都是实数集合的子集时, 它就是一个实变函数.
• 当 A 和 B 都是复数集合的子集时, 它就是一个复变函数.

例

f(z) = Re z, arg z, |z|, zn,
z + 1
z2 + 1

都是复变函数.

定义
• 称 A 为函数 f 的定义域.
• 称 {w = f(z) : z ∈ A} 为它的值域.

上述函数的定义域和值域分别是什么?
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多值复变函数

在复变函数理论中, 我们常常会遇到多值的复变函数, 也就是说一个 z ∈ G 可能有
多个 w 与之对应. 例如 Arg z, n

√
z 等. 为了方便研究, 我们常常需要对每一个 z, 选取

固定的一个 f(z) 的值. 这样我们得到了这个多值函数的一个单值分支.

例
arg z 是无穷多值函数 Arg z 的一个单值分支.

在考虑多值的情况下, 复变函数总有反函数. 如果 f 和 f−1 都是单值的, 则称 f
是一一对应.

例
f(z) = zn 的反函数就是 f−1(w) = n

√
w. 当 n = ±1 时, f 是一一对应.

若无特别声明, 复变函数总是指单值的复变函数.
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映照

大部分复变函数的图像无法在三维空间中表示出来. 为了直观理解和研究, 我们用
两个复平面 (z 复平面和 w 复平面) 之间的映照来表示这种对应关系, 其中

w = u+ iv = u(x, y) + iv(x, y)

的实部和虚部是两个二元实变函数.

z 复平面 w 复平面

0 x

y

0
u

v
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例题: 映照

例
函数 w = z. 如果把 z 复平面和 w 复平面重叠放置, 则这个映照对应的是关于 z 轴
的翻转变换. 它把任一区域映成和它全等的区域, 且 u = x, v = −y.

z 复平面 w 复平面

x

y

u

v
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例题: 映照

例
函数 w = az. 设 a = reiθ, 则这个映照对应的是一个旋转映照 (逆时针旋转 θ) 和一
个相似映照 (放大为 r 倍) 的复合. 它把任一区域映成和它相似的区域.

z 复平面 w 复平面

x

y

u

v
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例题: 映照

例
函数 w = z2. 这个映照把 z 的辐角增大一倍, 因此它会把角形区域变换为角形区域,
并将夹角放大一倍.

z 复平面 w 复平面

0 x

y

0
u

v
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例题: 映照

例 (续)
由于 u = x2 − y2, v = 2xy. 因此它把 z 复平面上两族分别以直线 y = ±x 和坐标轴
为渐近线的等轴双曲线 x2 − y2 = c1, 2xy = c2 分别映射为 w 复平面上的两族平行
直线 u = c1, v = c2.

z 复平面 w 复平面
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例题: 映照的像

例
求下列集合在映照 w = z2 下的像.
(1) 线段 0 < |z| < 2, arg z = π

2
.

解

设 z = re
πi
2 = ir, 则 w = z2 = −r2. 因此它的像还是一条线段 0 < |w| < 4, argw =

−π.

z 复平面 w 复平面
x

y

u

v
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例题: 映照的像

例
求下列集合在映照 w = z2 下的像.
(2) 双曲线 x2 − y2 = 4.

解
由于

w = u+ iv = z2 = (x2 − y2) + 2xyi.

因此 u = x2 − y2 = 4, v = 2xy.
可以说明当 u = 4 时, 对任意 v, u + iv 都是该双曲线上某一点的像. 所以这条双
曲线的像是直线 Rew = 4.
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例题: 映照的像

例
求下列集合在映照 w = z2 下的像.
(3) 扇形区域 0 < arg z < π

4
, 0 < |z| < 2.

解

设 z = reiθ, 则 w = r2e2iθ. 因此它的像是扇形区域 0 < argw <
π

2
, 0 < |w| < 4.
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例题: 映照的像

例

求圆周 |z| = 2 在映照 w = z + 1
z − 1

下的像.

解

由于 z = w + 1
w − 1

,
∣∣∣∣w + 1
w − 1

∣∣∣∣ = 2, 因此

|w + 1| = 2|w − 1|, ww + w + w + 1 = 4ww − 4w − 4w + 4,

ww − 5
3
w − 5

3
w + 1 = 0,

∣∣∣∣w − 5
3

∣∣∣∣2 = 16
9
,

即

∣∣∣∣w − 5
3

∣∣∣∣ = 4
3

, 是一个圆周.
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第六节 极限和连续性
无穷远点

数列的极限

函数的极限

函数的连续性



数列极限

类似于实变函数情形, 我们可以定义复变函数的极限. 我们先来看数列极限的定义.

定义
• 设 {zn}n⩾1 是一个复数列. 如果 ∀ε > 0,∃N 使得当 n ⩾ N 时 |zn − z| < ε, 则
称 z 是数列 {zn} 的极限, 记作 lim

n→∞
zn = z.

• 如果 ∀X > 0, ∃N 使得当 n ⩾ N 时 |zn| > X, 则称 ∞ 是数列 {zn} 的极限, 记
作 lim

n→∞
zn = ∞.
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数列极限

如果我们称
◦
U(∞, X) = {z ∈ C : |z| > X}

为 ∞ 的 (去心) 邻域, 那么 lim
n→∞

zn = z ∈ C ∪ {∞} 可统一表述为:

对 z 的任意邻域 U , ∃N 使得当 n ⩾ N 时 zn ∈ U .
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复球面

那么有没有一种看法使得 ∞ 的邻域和普通复数的邻域没有差异呢? 我们将介绍复
球面的概念, 它是复数的一种几何表示且自然包含无穷远点 ∞. 这种思想是在黎曼研
究多值复变函数时引入的.
取一个与复平面相切于原点 z = 0 的球面. 过 O 做垂直于复平面的直线, 并与球

面相交于另一点 N , 称之为北极.

N
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复球面

• 对于平面上的任意一点 z, 连接北极 N 和 z 的直线一定与球面相交于除 N 以外
的唯一一个点 Z.

• 反之, 球面上除了北极外的任意一点 Z, 直线 NZ 一定与复平面相交于唯一一点.
这样, 球面上除北极外的所有点和全体复数建立了一一对应.

N

Z2
z2

Z1

z1
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复球面: 无穷远点

当 |z| 越来越大时, 其对应球面上点也越来越接近 N . 如果我们在复平面上添加一
个额外的" 点"——无穷远点, 记作 ∞. 那么扩充复数集合 C∗ = C ∪ {∞} 就正好和球面
上的点一一对应. 称这样的球面为复球面, 称包含无穷远点的复平面为扩充复平面(闭
复平面).

N

Z2
z2

Z1

z1

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 6 极限和连续性 ▶A 无穷远点 86 / 389



复球面: 与实数无穷的联系

它和实数中 ±∞ 有什么联系呢? 选取上述图形的一个截面来看, 实轴可以和圆周
去掉一点建立一一对应. 于是实数中的 ±∞ 在复球面上就是 ∞.

N

X2

x2

X1

x1

朴素地看, 复球面上任意一点可以定义邻域的概念. 特别地, ∞ 的开邻域通过前面
所说的对应关系, 可以对应到扩充复平面上 ∞ 的一个邻域. 所以在复球面上, 我们将普
通复数和 ∞ 的开邻域可以视为相同的概念.
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数列收敛的等价刻画

下述定理保证了我们可以使用实数列的敛散性判定技巧.

定理
设 zn = xn + yni, z = x+ yi, 则

lim
n→∞

zn = z ⇐⇒ lim
n→∞

xn = x, lim
n→∞

yn = y.

证明
由三角不等式

|xn − x|, |yn − y| ⩽ |zn − z| ⩽ |xn − x| + |yn − y|

易证.
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例题: 数列的敛散性

例

设 zn =
(

1 + 1
n

)
e

πi
n . 数列 {zn} 是否收敛?

解
由于

xn =
(

1 + 1
n

)
cos π

n
→ 1, yn =

(
1 + 1

n

)
sin π

n
→ 0.

因此 {zn} 收敛且 lim
n→∞

zn = 1.
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函数的极限

定义
设函数 f(z) 在点 z0 的某个去心邻域内有定义.
如果存在复数 A 使得对 A 的任意邻域 U(A, ε), ∃δ > 0 使得

z ∈
◦
U(z0, δ) =⇒ f(z) ∈ U(A, ε),

则称 A 为 f(z) 当 z → z0 时的极限, 记为 lim
z→z0

f(z) = A 或 f(z) → A(z → z0).

此时我们称极限存在.
对于 z0 = ∞ 或 A = ∞ 的情形, 也可以用上述定义统一描述.
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与实函数极限之联系

不难看出, 变函数的极限和二元实函数的极限定义是类似的: 即 z → z0 沿任一曲
线趋向于 z0 的极限都是相同的.

定理
设 f(z) = u(x, y) + iv(x, y), z0 = x0 + y0i, A = u0 + v0i, 则

lim
z→z0

f(z) = A ⇐⇒ lim
x→x0
y→y0

u(x, y) = u0, lim
x→x0
y→y0

v(x, y) = v0.

证明
由三角不等式

|u− u0|, |v − v0| ⩽ |f(z) −A| ⩽ |u− u0| + |v − v0|

易证.
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极限的四则运算

由此可知极限的四则运算法则对于复变函数也是成立的.

定理
设 lim

z→z0
f(z) = A, lim

z→z0
g(z) = B, 则

(1) lim
z→z0

(f ± g)(z) = A±B;

(2) lim
z→z0

(fg)(z) = AB;

(3) 当 B ̸= 0 时, lim
z→z0

(
f

g

)
(z) = A

B
.

在学习了复变函数的导数后, 我们也可以使用等价无穷小替换、洛必达法则等工具
来计算极限.
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例题: 判断函数极限是否存在

例

证明当 z → 0 时, 函数 f(z) = Re z
|z|
的极限不存在.

证明

令 z = x+ yi, 则 f(z) = x√
x2 + y2 . 因此

u(x, y) = x√
x2 + y2 , v(x, y) = 0.

当 z 在实轴原点两侧分别趋向于 0 时, u(x, y) → ±1. 因此 lim
x→0
y→0

u(x, y) 不存在, 从而

lim
z→z0

f(z) 不存在.

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 6 极限和连续性 ▶C 函数的极限 93 / 389



函数的连续性

定义
• 如果 lim

z→z0
f(z) = f(z0), 则称 f(z) 在 z0 处连续.

• 如果 f(z) 在区域 D 内处处连续, 则称 f(z) 在 D 内连续.

根据前面的极限判定定理可知:

定理
函数 f(z) = u(x, y) + iv(x, y) 在 z0 = x0 + iy0 处连续当且仅当 u(x, y) 和 v(x, y) 在
(x0, y0) 处连续.

例
设 f(z) = ln(x2 + y2) + i(x2 − y2). u(x, y) = ln(x2 + y2) 除原点外处处连续,
v(x, y) = x2 − y2 处处连续. 因此 f(z) 在 z ̸= 0 处连续.
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连续函数的性质

定理
• 在 z0 处连续的两个函数 f(z), g(z) 之和、差、积、商 (g(z0) ̸= 0) 在 z0 处仍然
连续.

• 如果函数 g(z) 在 z0 处连续, 函数 f(w) 在 g(z0) 处连续, 则 f(g(z)) 在 z0 处连
续.

显然 f(z) = z 是处处连续的, 故多项式函数

P (z) = a0 + a1z + a2z
2 + · · · + anz

n

也处处连续, 有理函数 P (z)
Q(z)

在 Q(z) 的零点以外处处连续.

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 6 极限和连续性 ▶D 函数的连续性 95 / 389



例题: 函数连续性的判定

例

证明: 如果 f(z) 在 z0 连续, 则 f(z) 在 z0 也连续.

证明
设 f(z) = u(x, y) + iv(x, y), z0 = x0 + iy0. 那么 u(x, y), v(x, y) 在 (x0, y0) 连续.
从而 −v(x, y) 也在 (x0, y0) 连续. 所以 f(z) = u(x, y) − iv(x, y) 在 (x0, y0) 连续.
另一种看法是, 函数 g(z) = z = x− iy 处处连续, 从而 g(f(z)) = f(z) 在 z0 处连
续.
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注记

可以看出, 在极限和连续性上, 复变函数和两个二元实函数没有什么差别. 那么复
变函数和多变量微积分的差异究竟是什么导致的呢? 归根到底就在于 C 是一个域, 上
面可以做除法.

这就导致了复变函数有导数, 而不是像多变量实函数只有偏导数. 这种特性使得可
导的复变函数具有整洁优美的性质, 我们将在下一章来逐步揭开它的神秘面纱.
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第二章 解析函数
1 解析函数的概念

2 函数解析的充要条件

3 初等函数



第一节 解析函数的概念
可导的函数

可微的函数

解析的函数



复变函数的导数

由于 C 和 R 一样是域, 因此我们可以像一元实变函数一样去定义复变函数的导数
和微分.

定义
设 w = f(z) 的定义域是区域 D, z0 ∈ D. 如果极限

lim
z→z0

f(z) − f(z0)
z − z0

= lim
∆z→0

f(z0 + ∆z) − f(z0)
∆z

存在, 则称 f(z) 在 z0 可导. 这个极限值称为 f(z) 在 z0 的导数, 记作

f ′(z0) = dw
dz
∣∣
z=z0

= lim
∆z→0

f(z0 + ∆z) − f(z0)
∆z

.

如果 f(z) 在区域 D 内处处可导, 称 f(z) 在 D 内可导.
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典型例题: 线性函数的不可导性

例
函数 f(z) = x+ 2yi 在哪些点处可导?

解

f ′(z) = lim
∆z→0

f(z + ∆z) − f(z)
∆z

= lim
∆z→0

(x+ ∆x) + 2(y + ∆y)i− (x+ 2yi)
∆z

= lim
∆z→0

∆x+ 2∆yi
∆x+ ∆yi

.

当 ∆x = 0,∆y → 0 时, 上式 → 2; 当 ∆y = 0,∆x → 0 时, 上式 → 1. 因此该极限不
存在, f(z) 处处不可导.

复变函数与积分变换 ▶第二章 解析函数 ▶ 1 解析函数的概念 ▶A 可导的函数 99 / 389



例题: 复变函数的导数

练习
函数 f(z) = x− yi 在哪些点处可导?

答案
处处不可导.

例
求 f(z) = z2 的导数.

解

f ′(z) = lim
∆z→0

f(z + ∆z) − f(z)
∆z

= lim
∆z→0

(z + ∆z)2 − z2

∆z
= lim

∆z→0
(2z + ∆z) = 2z.
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求导运算法则

和一元实变函数情形类似, 我们有如下求导法则:

定理
• (c)′ = 0, 其中 c 为复常数;
• (zn)′ = nzn−1, 其中 n 为整数;
• (f ± g)′ = f ′ ± g′, (cf)′ = cf ′;

• (fg)′ = f ′g + fg′,

(
f

g

)′
= f ′g − fg′

g2 ;

• [f(g(z))]′ = f ′[g(z)] · g′(z);

• g′(z) = 1
f ′(w)

, g = f−1, w = g(z).
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可导蕴含连续

定理
若 f(z) 在 z0 可导, 则 f(z) 在 z0 连续.

证明
该定理的证明和实变量情形完全相同. 设

∆w = f(z0 + ∆z) − f(z0),

则

lim
∆z→0

∆w = lim
∆z→0

∆w
∆z

· ∆z

= lim
∆z→0

∆w
∆z

· lim
∆z→0

∆z = f ′(z0) · 0 = 0.
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复变函数的微分

复变函数的微分也和一元实变函数情形类似.

定义
如果存在常数 A 使得函数 w = f(z) 满足

∆w = f(z0 + ∆z) − f(z0) = A∆z + o(∆z),

其中 o(∆z) 表示 ∆z 的高阶无穷小量, 则称 f(z) 在 z0 处可微, 称 A∆z 为 f(z) 在
z0 的微分, 记作 dw = A∆z.

和一元实变函数情形一样, 复变函数的可微和可导是等价的, 且
dw = f ′(z0)∆z, dz = ∆z. 故 dw = f ′(z0) dz, f ′(z0) = dw

dz
.
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解析函数

定义
• 若函数 f(z) 在 z0 的一个邻域内处处可导, 则称 f(z) 在 z0 解析.
• 若 f(z) 在区域 D 内处处解析, 则称 f(z) 在 D 内解析, 或称 f(z) 是 D 内的一
个解析函数.

• 若 f(z) 在 z0 不解析, 则称 z0 为 f(z) 的一个奇点.

由于区域 D 是一个开集, 其中的任意 z0 ∈ D 均存在一个包含在 D 的邻域. 所以
f(z) 在 D 内解析和在 D 内可导是等价的.
如果 f(z) 在 z0 解析, 则 f(z) 在 z0 的一个邻域内处处可导, 从而在该邻域内解析.

因此 f(z) 解析点全体是一个开集.
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解析函数

练习
单选题: (2021 年 B 卷) 函数 f(z) 在点 z0 处解析是 f(z) 在该点可导的 ( A ).
(A) 充分条件 (B) 必要条件
(C) 充要条件 (D) 既非充分也非必要条件

答案
解析要求在 z0 的一个邻域内都可导才行.
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解析函数

例
研究函数 f(z) = |z|2 的解析性.

解
由于

f(z + ∆z) − f(z)
∆z

= (z + ∆z)(z + ∆z) − zz

∆z
= z + ∆z + z

∆x− ∆yi
∆x+ ∆yi

,

若 z = 0, 则当 ∆z → 0 时该极限为 0.
若 z ̸= 0, 则当 ∆y = 0,∆x → 0 时该极限为 z + z; 当 ∆x = 0,∆y → 0 时该极限
为 z − z. 因此此时极限不存在.
故 f(z) 仅在 z = 0 处可导, 从而处处不解析.
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第二节 函数解析的充要条件
柯西-黎曼方程

柯西-黎曼方程的应用



可导函数的特点

通过对一些简单函数的分析, 我们会发现可导的函数往往可以直接表达为 z 的函
数的形式, 而不解析的往往包含 x, y, z 等内容. 这种现象并不是孤立的. 我们来研究二
元实变量函数的可微性与复变函数可导的关系.

为了简便我们用 ux, uy, vx, vy 等记号表示偏导数.
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可导的等价刻画: 形式推导

设 f 在 z 处可导, f ′(z) = a+ bi, 则

∆u+ i∆v = ∆f = (a+ bi)(∆x+ i∆y) + o(∆z).

展开可知

∆u = a∆x− b∆y + o(∆z),
∆v = b∆x+ a∆y + o(∆z).

由于 o(∆z) = o(|∆z|) = o(
√
x2 + y2), 因此

u, v 可微且 ux = vy = a, vx = −uy = b.
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可导的等价刻画: 形式推导

反过来, 假设 u, v 可微且 ux = vy, vx = −uy. 由全微分公式

du = ux dx+ uy dy = ux dx− vx dy,
dv = vx dx+ vy dy = vx dx+ ux dy,
df = d(u+ iv) = (ux + ivx) dx+ (−vx + iux) dy

= (ux + ivx) d(x+ iy)
= (ux + ivx) dz = (vy − iuy) dz.

故

f(z) 在 z 处可导, 且 f ′(z) = ux + ivx = vy − iuy.
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可导的等价刻画: 柯西-黎曼方程

由此我们得到
柯西-黎曼方程 (C-R 方程)

f(z) 在 z 可导当且仅当在 z 点 u, v 可微且满足 C-R 方程:

ux = vy, vx = −uy.

此时
f ′(z) = ux + ivx = vy − iuy.
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柯西-黎曼方程的等价形式 非考试内容

注意到 x = 1
2
z + 1

2
z, y = − i

2
z + i

2
z. 仿照着二元实函数偏导数在变量替换下的变

换规则, 我们定义 f 对 z 和 z 的偏导数为
∂f

∂z
= ∂x

∂z

∂f

∂x
+ ∂y

∂z

∂f

∂y
= 1

2
∂f

∂x
− i

2
∂f

∂y
,

∂f

∂z
= ∂x

∂z

∂f

∂x
+ ∂y

∂z

∂f

∂y
= 1

2
∂f

∂x
+ i

2
∂f

∂y
.

如果把 z, z 看成独立变量, 那么当 f 在 z 处可导时, df = f ′ dz. 当 f 关于 z, z 可微时
(即 u, v 可微),

df = ∂f

∂z
dz + ∂f

∂z
dz.

所以 f 在 z 处可导当且仅当 u, v 可微且 ∂f

∂z
= 0.
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可导的充分性条件

由于二元函数的偏导数均连续蕴含可微, 因此我们有:

定理
• 如果 ux, uy, vx, vy 在 z 处连续, 且满足 C-R 方程, 则 f(z) 在 z 可导.
• 如果 ux, uy, vx, vy 在区域 D 上处处连续, 且满足 C-R 方程, 则 f(z) 在 D 上可
导 (从而解析).
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典型例题: 利用 C-R 方程判断可导和解析

例
(1) 函数 f(z) = z 在何处可导, 在何处解析?

解
由 u = x, v = −y 可知

ux = 1, uy = 0,
vx = 0, vy = −1.

因为 ux = 1 ̸= vy = −1, 所以该函数处处不可导, 处处不解析.

或由 ∂f

∂z
= 1 ̸= 0 看出.
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典型例题: 利用 C-R 方程判断可导和解析

例 (续)
(2) 函数 f(z) = zRe z 在何处可导, 在何处解析?

解
由 f(z) = x2 + ixy, u = x2, v = xy 可知

ux = 2x, uy = 0,
vx = y, vy = x.

由 2x = x, 0 = −y 可知只有 x = y = 0, z = 0 满足 C-R 方程. 因此该函数只在 0 可
导, 处处不解析且

f ′(0) = ux(0) + ivx(0) = 0.

或由 f = 1
2
z(z + z), ∂f

∂z
= 1

2
z 看出.
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典型例题: 利用 C-R 方程判断可导和解析

例 (续)
(3) 函数 f(z) = ex(cos y + i sin y) 在何处可导, 在何处解析?

解
由 u = ex cos y, v = ex sin y 可知

ux = ex cos y, uy = −ex sin y,
vx = ex sin y, vy = ex cos y.

因此该函数处处可导, 处处解析, 且

f ′(z) = ux + ivx = ex(cos y + i sin y) = f(z).

实际上, 这个函数就是复变量的指数函数 ez.

复变函数与积分变换 ▶第二章 解析函数 ▶ 2 函数解析的充要条件 ▶B 柯西-黎曼方程的应用 115 / 389



典型例题: 利用 C-R 方程判断可导和解析

练习
单选题: (2022 年 A 卷) 下面哪个函数在 z = 0 处不可导? ( A )
(A) 2x+ 3yi (B) 2x2 + 3y2i
(C) ex cos y + iex sin y (D) x2 − xyi

答案
根据 C-R 方程可知对于 A, ux(0) = 2 ̸= vy(0) = 3. 对于 BD, 各个偏导数在 0 处取
值都是 0. C 则是处处都可导.
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例题: 利用 C-R 方程判断可导和解析

例
设函数 f(z) = (x2 + axy+ by2) + i(cx2 + dxy+ y2) 在复平面内处处解析. 求实常数
a, b, c, d 以及 f ′(z).

解
由于

ux = 2x+ ay, uy = ax+ 2by,
vx = 2cx+ dy, vy = dx+ 2y,

因此
2x+ ay = dx+ 2y, ax+ 2by = −(2cx+ dy),

a = d = 2, b = c = −1,

f ′(z) = ux + ivx = 2x+ 2y + i(−2x+ 2y) = (2 − 2i)z.
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例题: 利用 C-R 方程证明解析函数结论

例
如果 f ′(z) 在区域 D 内处处为零, 则 f(z) 在 D 内是一常数.

证明
由于 f ′(z) = ux + ivx = vy − iuy = 0, 因此 ux = vx = uy = vy = 0, u, v 均为常数,
从而 f(z) = u+ iv 是常数.

类似地可以证明, 若 f(z) 在 D 内解析, 则下述条件等价:

• f(z) 是一常数,
• |f(z)| 是一常数,
• Re f(z) 是一常数,
• v = u2,

• f ′(z) = 0,
• arg f(z) 是一常数,
• Im f(z) 是一常数,
• u = v2.
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例题: 利用 C-R 方程证明解析函数结论

例
如果 f(z) 解析且 f ′(z) 处处非零, 则曲线族 u(x, y) = c1 和曲线族 v(x, y) = c2 互相
正交.

证明
由于 f ′(z) = ux − iuy, 因此 ux, uy 不全为零. 对 u(x, y) = c1 使用隐函数求导法
则得 ux dx+ uy dy = 0, 从而 (uy,−ux) 是该曲线在 z 处的非零切向量.
同理 (vy,−vx) 是 v(x, y) = c2 在 z 处的非零切向量. 由于

uyvy + uxvx = uyux − uxuy = 0,

因此二者正交.
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解析函数的保角性 非考试内容

当 f ′(z0) ̸= 0 时, 经过 z0 的两条曲线 C1, C2 的夹角和它们的像 f(C1), f(C2) 在
f(z0) 处的夹角总是相同的. 这种性质被称为保角性.

这是因为 df = f ′(z0) dz. 局部来看 f 把 z0 附近的点以 z0 为中心放缩 f ′(z0) 倍
并逆时针旋转 arg f ′(z0). 上述例子是该结论关于 w 复平面上曲线族 u = c1, v = c2 的
一个特殊情形.

最后我们来看复数在求导中的一个应用.
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复变函数在实变函数导数的应用 非考试内容

例

设 f(z) = 1
1 + z2 , 则它在除 z = ±i 外处处解析. 当 z = x 为实数时,

( 1
1 + x2

)(n)
= f (n)(x) = i

2

[ 1
x+ i

− 1
x− i

](n)

= i

2
· (−1)nn!

[ 1
(x+ i)n+1 − 1

(x− i)n+1

]
= (−1)n+1n! Im 1

(x+ i)n+1

= (−1)nn! sin[(n+ 1) arccotx]
(x2 + 1)

n+1
2

.
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第三节 初等函数
指数函数

对数函数

幂函数

三角函数和反三角函数



指数函数

我们将实变函数中的初等函数推广到复变函数. 多项式函数和有理函数的解析性
质已经介绍过, 这里不再重复. 现在我们来定义指数函数.
指数函数有多种等价的定义方式:

(1) exp z = ex(cos y + i sin y) (欧拉恒等式);

(2) exp z = lim
n→∞

(
1 + z

n

)n

(极限定义);

(3) exp z = 1 + z + z2

2!
+ z3

3!
+ · · · = lim

n→∞

n∑
k=0

zk

k!
(级数定义);

(4) exp z 是唯一的一个处处解析的函数, 使得当 z = x ∈ R 时, exp z = ex (ex 的解析
延拓).
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指数函数

有些人会从 ex, cosx, sin x 的泰勒展开

ex = 1 + x+ x2

2!
+ x3

3!
+ · · ·

cosx = 1 − x2

2!
+ x4

4!
+ · · ·

sin x = x− x3

3!
+ x5

5!
· · ·

形式地带入得到欧拉恒等式 eix = cosx+ i sin x. 事实上我们可以把它当做复指数函数
的定义, 而不是欧拉恒等式的证明. 我们在学习了幂级数之后就可知(1)和(3)是等价的.
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指数函数的定义

我们来证明(1)和(2)等价.

lim
n→∞

∣∣∣∣1 + z

n

∣∣∣∣n = lim
n→∞

(
1 + 2x

n
+ x2 + y2

n2

)n
2

(1∞ 型不定式)

= exp
[

lim
n→∞

n

2

(
2x
n

+ x2 + y2

n2

)]
= ex.

不妨设 n > |z|, 这样 1 + z

n
落在右半平面,

lim
n→∞

n arg
(

1 + z

n

)
= lim

n→∞
n arctan y

n+ x
= lim

n→∞
ny

n+ x
= y.

故 exp z = ex(cos y + i sin y).

复变函数与积分变换 ▶第二章 解析函数 ▶ 3 初等函数 ▶A 指数函数 124 / 389



指数函数的性质

指数函数
定义指数函数

exp z := ex(cos y + i sin y).

我们已知 exp z 是一个处处解析的函数, 且 (exp z)′ = exp z. 不难看出
• exp z ̸= 0;
• exp(z1 + z2) = exp z1 · exp z2;
• exp(z + 2kπi) = exp z, 即 exp z 周期为 2πi;
• exp z1 = exp z2 当且仅当 z1 = z2 + 2kπi, k ∈ Z.
为了方便, 我们也记 ez = exp z.

复变函数与积分变换 ▶第二章 解析函数 ▶ 3 初等函数 ▶A 指数函数 125 / 389



指数函数的性质

指数函数将直线族 Re z = c 映为圆周族 |w| = ec, 将直线族 Im z = c 映为射线族
Argw = c.

例

函数 f(z) = ez/6 的周期是 12πi .

解

设 f(z1) = f(z2), 则 ez1/6 = ez2/6. 因此存在 k ∈ Z 使得

z1
6

= z2
6

+ 2kπi,

从而 z1 − z2 = 12kπi. 所以 f(z) 的周期是 12πi.

一般地, exp(az + b) 的周期是 2πi
a

(或写成 −2πi
a

), a ̸= 0.
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对数函数

对数函数定义为指数函数的反函数. 设 z ̸= 0, 满足方程 ew = z 的 w = f(z) 被称
为对数函数, 记作 w = Ln z.
为什么我们用大写的 Ln 呢? 在复变函数中, 很多函数是多值函数. 为了便于研究,

我们会固定它的一个单值分支. 我们将多值的这个开头字母大写, 而对应的单值的则是
开头字母小写. 例如 Arg z 和 arg z.
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对数函数及其主值

设 ew = z = reiθ = eln r+iθ, 则

w = ln r + iθ + 2kπi, k ∈ Z.

对数函数
(1) 定义对数函数

Ln z = ln |z| + iArg z.

它是一个多值函数.
(2) 定义对数函数主值

ln z = ln |z| + i arg z.

对于每一个 k, ln z + 2kπi 都给出了 Ln z 的一个单值分支. 特别地, 当 z = x > 0
是正实数时, ln z 就是实变的对数函数.
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典型例题: 对数函数的计算

例
求 Ln 2,Ln(−1) 以及它们的主值.

解
(1) Ln 2 = ln 2 + 2kπi, k ∈ Z, 主值就是 ln 2.
(2) Ln(−1) = ln 1 + iArg(−1) = (2k + 1)πi, k ∈ Z, 主值是 πi.
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典型例题: 对数函数的计算

例

求 Ln(−2 + 3i),Ln(3 −
√

3i).

解
(1) Ln(−2 + 3i) = ln |−2 + 3i| + iArg(−2 + 3i)

= 1
2

ln 13 +
(

− arctan 3
2

+ π + 2kπ
)
i, k ∈ Z.

(2) Ln(3 −
√

3i) = ln
∣∣∣3 +

√
3i
∣∣∣+ iArg(3 −

√
3i)

= ln 2
√

3 +
(

−π

6
+ 2kπ

)
i = ln 2

√
3 +

(
2k − 1

6

)
πi, k ∈ Z.
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典型例题: 对数函数的计算

例

解方程 ez − 1 −
√

3i = 0.

解

由于 1 +
√

3i = 2e
πi
3 , 因此

z = Ln(1 +
√

3i) = ln 2 +
(

2k + 1
3

)
πi, k ∈ Z.

练习

求 ln(−1 −
√

3i) =
ln 2 − 2πi

3 .
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对数函数的性质

对数函数与其主值的关系是

Ln z = ln z + Ln 1 = ln z + 2kπi, k ∈ Z.

根据辐角以及主辐角的相应等式, 我们有

Ln(z1 · z2) = Ln z1 + Ln z2, Ln z1
z2

= Ln z1 − Ln z2,

Ln n
√
z = 1

n
Ln z.

而当 |n| ⩾ 2 时, Ln zn = nLn z 不成立. 以上等式换成 ln z 均不一定成立.
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对数函数的导数

设 x 是正实数, 则
ln(−x) = ln x+ πi, lim

y→0−
ln(−x+ yi) = ln x− πi,

因此 ln z 在负实轴和零处不连续.
而在其它地方 −π < arg z < π, ln z 是 ez 在区域 −π < Im z < π 上的单值反函数,

从而 (ln z)′ = 1
z

, ln z 在除负实轴和零处的区域解析.
也可以通过 C-R 方程来得到 ln z 的解析性和导数: 当 x > 0 时,

ln z = 1
2

ln(x2 + y2) + i arctan y
x
,

ux = vy = x

x2 + y2 , vx = −uy = − y

x2 + y2 ,

(ln z)′ = (x− yi)/(x2 + y2) = 1
z
.

其它情形可取虚部为 arccot x
y
或 arccot x

y
− π 类似证明.
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幂函数

幂函数
(1) 设 a ̸= 0, z ̸= 0, 定义幂函数

w = za = ea Ln z = exp
[
a ln |z| + ia(arg z + 2kπ)

]
, k ∈ Z.

(2) 它的主值为
w = ea ln z = exp

(
a ln |z| + ia arg z

)
.
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幂函数的性质: a 为整数时

根据 a 的不同, 这个函数有着不同的性质.
当 a 为整数时, 因为 e2akπi = 1, 所以 w = za 是单值的. 此时 za 就是我们之前定

义的乘幂.
当 a 是非负整数时, za 在复平面上解析; 当 a 是负整数时, za 在 C − {0} 上解析.
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幂函数的性质: a 为分数时

当 a = p

q
为分数, p, q 为互质的整数且 q > 1 时,

z
p
q = |z|

p
q exp

[
ip(arg z + 2kπ)

q

]
, k = 0, 1, . . . , q − 1

具有 q 个值. 去掉负实轴和 0 之后, 它的主值 w = exp(a ln z) 是处处解析的. 事实上它
就是 q

√
zp = ( q

√
z)p.

x

y

O u

v

O

w = z2/9
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幂函数的性质: a 为其他情形

对于其它的 a, za 具有无穷多个值. 这是因为此时当 k ̸= 0 时, 2kπai 不可能是
2πi 的整数倍. 从而不同的 k 得到的是不同的值. 去掉负实轴和 0 之后, 它的主值
w = exp(a ln z) 也是处处解析的.

a za 的值 za 的解析区域
n ⩾ 0 时处处解析整数 n 单值

n < 0 时除零点外解析
分数 p/q q 值 除负实轴和零点外解析

无理数或虚数 无穷多值 除负实轴和零点外解析
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典型例题: 幂函数的计算

例

求 1
√

2 和 ii.

解

(1) 1
√

2 = e
√

2 Ln 1 = e
√

2·2kπi = cos(2
√

2kπ) + i sin(2
√

2kπ), k ∈ Z.

(2) ii = ei Ln i = exp
[
i ·
(

2k + 1
2

)
πi

]
= exp

(
−2kπ − 1

2
π

)
, k ∈ Z.

练习
填空题: (2021 年 A 卷) 3i 的主辐角是 ln 3 .
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幂函数的性质

幂函数与其主值有如下关系:

za = ea ln z · 1a = ea ln z · e2akπi, k ∈ Z.

对于幂函数的主值,

(za)′ =
(
ea ln z

)′
= aea ln z

z
= aza−1.

一般而言, za · zb = za+b 和 (za)b = zab 都是不成立的.
最后, 注意 ea 作为指数函数 f(z) = ez 在 a 处的值和作为 g(z) = za 在 e 处的值

是不同的. 因为后者在 a ̸∈ Z 时总是多值的. 前者实际上是后者的主值. 为避免混淆,
以后我们总默认 ea 表示指数函数 exp a.
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三角函数的定义

我们知道
cosx = eix + e−ix

2
, sin x = eix − e−ix

2i
对于任意实数 x 成立, 我们将其推广到复数情形.

余弦和正弦函数
定义余弦和正弦函数

cos z = eiz + e−iz

2
, sin z = eiz − e−iz

2i
.

那么欧拉恒等式 eiz = cos z + i sin z 对任意复数 z 均成立.
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三角函数的性质

不难得到
cos(iy) = ey + e−y

2
, sin(iy) = i

ey − e−y

2
.

当 y → ∞ 时, cos(iy) 和 sin(iy) 都 → ∞. 因此 sin z 和 cos z 并不有界. 这和实变情形
完全不同.

容易看出 cos z 和 sin z 的零点都是实数. 于是我们可类似定义其它三角函数

tan z = sin z
cos z

, z ̸=
(
k + 1

2

)
π, cot z = cos z

sin z
, z ̸= kπ,

sec z = 1
cos z

, z ̸=
(
k + 1

2

)
π, csc z = 1

sin z
, z ̸= kπ.
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三角函数的性质

这些三角函数的奇偶性, 周期性和导数与实变情形类似,

(cos z)′ = − sin z, (sin z)′ = cos z,

且在定义域范围内是处处解析的.
三角函数的各种恒等式在复数情形也仍然成立, 例如

• cos(z1 ± z2) = cos z1 cos z2 ∓ sin z1 sin z2,
• sin(z1 ± z2) = sin z1 cos z2 ± cos z1 sin z2,
• sin2 z + cos2 z = 1.
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双曲函数

类似的, 我们可以定义双曲函数:

ch z = ez + e−z

2
= cos iz,

sh z = ez − e−z

2
= −i sin iz,

th z = ez − e−z

ez + e−z
= −i tan iz, z ̸=

(
k + 1

2

)
πi.

它们的奇偶性和导数与实变情形类似, 在定义域范围内是处处解析的.
ch z, sh z 的周期是 2πi, th z 的周期是 πi.
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反三角函数和反双曲函数

设 z = cosw = eiw + e−iw

2
, 则

e2iw − 2zeiw + 1 = 0, eiw = z +
√
z2 − 1 (双值).

因此反余弦函数为
w = Arccos z = −iLn(z +

√
z2 − 1).

显然它是多值的. 同理, 我们有:
• 反正弦函数 Arcsin z = −iLn(iz +

√
1 − z2);

• 反正切函数 Arctan z = − i

2
Ln 1 + iz

1 − iz
, z ̸= ±i;

• 反双曲余弦函数 Arch z = Ln(z +
√
z2 − 1);

• 反双曲正弦函数 Arsh z = Ln(z +
√
z2 + 1);

• 反双曲正切函数 Arth z = 1
2

Ln 1 + z

1 − z
, z ̸= ±1.
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例题: 解三角函数方程

例
解方程 sin z = 2.

解

由于 sin z = eiz − e−iz

2i
= 2, 我们有

e2iz − 4ieiz − 1 = 0.

于是 eiz = (2 ±
√

3)i,

z = −iLn[(2 ±
√

3)i] =
(

2k + 1
2

)
π ± i ln(2 +

√
3), k ∈ Z.

我们总有形式 Arcsin z = (2k + 1
2)π ± θ, Arccos z = 2kπ ± θ, Arctan z = kπ + θ.
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第三章 复变函数的积分
1 复变函数积分的概念

2 柯西-古萨基本定理和复合闭路定理

3 原函数和不定积分

4 柯西积分公式

5 解析函数与调和函数的关系



第一节 复变函数积分的概念
复变函数积分的定义

复变函数积分的计算法



有向曲线

设 C 是平面上一条光滑或逐段光滑的连续曲线, 也就是说它的参数方程
z = z(t), a ⩽ t ⩽ b 除去有限个点之外都有非零导数.

固定它的一个方向, 称为正方向, 则我们得到一条有向曲线. 和这条曲线方向相反
的记作 C−, 它的方向被称为该曲线负方向.
对于闭路, 它的正方向总是指逆时针方向, 负方向总是指顺时针方向. 以后我们不

加说明的话默认是正方向.

A = z(a)

B = z(b)
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复变函数积分的定义

所谓的复变函数积分, 本质上仍然是第二类曲线积分. 设复变函数
w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y) 定义在区域 D 内, 有向曲线 C 包含在 D 中. 形式地展开

f(z) dz = (u+ iv)(dx+ i dy) = (udx− v dy) + i(u dy + v dx).

定义
如果下述右侧两个线积分均存在, 则定义∫

C
f(z) dz =

∫
C

(udx− v dy) + i

∫
C

(v dx+ udy)

为函数 f(z) 沿曲线 C 的积分.
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复变函数积分的定义

当然, 我们也可以像线积分那样通过分割来定义. 在曲线 C 上依次选择分点
z0 = A, z1, . . . , zn = B. 然后在每一段弧上任取 ζk ∈



zk−1zk 并作和式

Sn =
n∑

k=1
f(ζk)∆zk, ∆zk = zk − zk−1.

然后称 n → ∞, 分割的弧长 → 0 时 Sn 的极限为复变函数积分. 这二者是等价的.

ζ1

z1

ζ2

z2

ζ3 zn−2

ζn−1

zn−1
ζn

. . .
A B

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 1 复变函数积分的概念 ▶A 复变函数积分的定义 148 / 389



复变函数积分的存在性

如果 C 是闭曲线, 则该积分记为
∮

C
f(z) dz. 此时该积分不依赖端点的选取.

如果 C 是实轴上的区间 [a, b] 且 f(z) = u(x), 则∫
C
f(z) dz =

∫ b

a
f(z) dz =

∫ b

a
u(x) dx

就是黎曼积分.
根据线积分的存在性条件可知:

定理

如果 f(z) 在 D 内连续, C 是光滑曲线, 则
∫

C
f(z) dz 总存在.
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复变函数积分的计算法

线积分中诸如变量替换等技巧可以照搬过来使用. 设

C : z(t) = x(t) + iy(t), a ⩽ t ⩽ b

是一条光滑有向曲线, 且正方向为 t 增加的方向. 则 dz = z′(t) dt,

复变函数积分的一般计算方法∫
C
f(z) dz =

∫ b

a
f(z)z′(t) dt. (A)

如果 C 的正方向是从 z(b) 到 z(a), 则需要交换右侧积分的上下限.
如果 C 是逐段光滑的, 则相应的积分就是各段的积分之和. 以后我们只考虑逐段

光滑曲线上的连续函数的积分.
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典型例题: 计算复变函数沿曲线的积分

例

求
∫

C
z dz, 其中 C 是从原点到点 3 + 4i 的直线段.

解
由于 z = (3 + 4i)t, 0 ⩽ t ⩽ 1, 因此∫

C
z dz =

∫ 1

0
(3 + 4i)t · (3 + 4i) dt = (3 + 4i)2

∫ 1

0
t dt = 1

2
(3 + 4i)2 = −7

2
+ 12i.

z = (3 + 4i)t
0 ⩽ t ⩽ 1
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典型例题: 计算复变函数沿曲线的积分

例

求
∫

C
z dz, 其中 C 是抛物线 y = 4

9
x2 上从原点到点 3 + 4i 的曲线段.

解

由于 z = t+ 4
9
it2, 0 ⩽ t ⩽ 3, 因此

∫
C
z dz =

∫ 3

0

(
t+ 4

9
it2
)

·
(

1 + 8
9
it

)
dt

=
∫ 3

0

(
t+ 4

3
it2 − 32

81
t3
)

dt

=
(1

2
t2 + 4

9
it3 − 8

81
t4
) ∣∣∣3

0
= −7

2
+ 12i.

z = t+ 4
9
it2

0 ⩽ t ⩽ 3
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典型例题: 计算复变函数沿曲线的积分

例

求
∫

C
Re z dz, 其中 C 是从原点到点 1 + i 的直线段.

解
由于 z = (1 + i)t, 0 ⩽ t ⩽ 1, 因此 Re z = t,∫

C
Re z dz =

∫ 1

0
t · (1 + i) dt = (1 + i)

∫ 1

0
tdt = 1 + i

2
.

z = (1 + i)t
0 ⩽ t ⩽ 1
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典型例题: 计算复变函数沿曲线的积分

例

求
∫

C
Re z dz, 其中 C 是从原点到点 i 再到 1 + i 的折线段.

解
第一段 z = it, 0 ⩽ t ⩽ 1,Re z = 0,
第二段 z = t+ i, 0 ⩽ t ⩽ 1, Re z = t. 因此

∫
C

Re z dz =
∫ 1

0
t dt = 1

2
.

z = it
0 ⩽ t ⩽ 1

z = t+ i
0 ⩽ t ⩽ 1
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典型例题: 计算复变函数沿曲线的积分

可以看出, 即便起点和终点相同, 沿不同路径 f(z) = Re z 的积分也可能不同. 而
f(z) = z 的积分则只和起点和终点位置有关, 与路径无关. 原因在于 f(z) = z 是处处
解析的, 我们以后会详加解释.

练习

求
∫

C
Im z dz = −1

2
+ i

2 , 其中 C 是从原点沿 y = x 到点 1 + i 再到 i 的折
线段.
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例题: 计算复变函数沿圆周的积分

例

求
∮

|z−z0|=r

dz
(z − z0)n+1 , 其中 n 为整数.

θr

z0

解
C : |z − z0| = r 的参数方程为 z = z0 + reiθ, 0 ⩽ θ ⩽ 2π. 于是 dz = ireiθ dθ.
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例题: 计算复变函数沿圆周的积分

续解 ∮
C

dz
(z − z0)n+1 =

∫ 2π

0
i(reiθ)−n dθ = ir−n

∫ 2π

0
e−inθ dθ.

当 n = 0 时, 该积分值为 2πi.

当 n ̸= 0 时, 该积分值 = ir−n

−in
e−inθ

∣∣2π

0 = 0.

所以
∮

|z−z0|=r

dz
(z − z0)n+1 =

{
2πi, n = 0;
0, n ̸= 0.

这个积分以后经常用到, 它的特点是积分值与圆周的圆心和半径都无关.
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积分的性质

定理

(1)
∫

C
f(z) dz = −

∫
C−

f(z) dz.

(2)
∫

C
kf(z) dz = k

∫
C
f(z) dz.

(3)
∫

C
[f(z) ± g(z)] dz =

∫
C
f(z) dz ±

∫
C
g(z) dz.

线性性质

(4) (长大不等式) 设 C 的长度为 L, f(z) 在 C 上满足 |f(z)| ⩽M , 则∣∣∣∣∫
C
f(z) dz

∣∣∣∣ ⩽ ∫
C

|f(z)| ds ⩽ML.
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积分的性质

证明
我们来证明下(4). 由∣∣∣∣∣

n∑
k=1

f(ζk)∆zk

∣∣∣∣∣ ⩽
n∑

k=1
|f(ζk)∆zk| ⩽

n∑
k=1

|f(ζk)|∆sk ⩽M
n∑

k=1
∆sk

可知 ∣∣∣∣∫
C
f(z) dz

∣∣∣∣ ⩽ ∫
C

|f(z)| ds ⩽ML.

长大不等式常常用于证明等式: 估算一个积分和一个具体的数值之差不超过任意
给定的 ε, 从而得到二者相等.
注意到: 如果被积函数 f(z) 在 C 上的点都连续, 那么 |f(z)| 是 C 的参变量

t ∈ [a, b] 的连续函数, 从而有界, 即存在 M 使得 |f(z)| ⩽M, ∀z ∈ C.
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例题: 长大不等式的应用 非考试内容

例
设 f(z) 在 z ̸= a 处连续, 且 lim

z→a
(z − a)f(z) = k, 则

lim
r→0

∮
|z−a|=r

f(z) dz = 2πik.

证明
∀ε > 0,∃δ > 0 使得当 |z − a| < δ 时, |(z − a)f(z) − k| ⩽ ε. 当 0 < r < δ 时,∣∣∣∣∣

∮
|z−a|=r

f(z) dz − 2πik
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∮

|z−a|=r

[
f(z) − k

z − a

]
dz
∣∣∣∣∣

=
∣∣∣∣∣
∮

|z−a|=r

(z − a)f(z) − k

z − a
dz
∣∣∣∣∣ ⩽ ε

r
· 2πr = 2πε.

由于 ε 是任意的, 因此命题得证.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 1 复变函数积分的概念 ▶B 复变函数积分的计算法 160 / 389



第二节 柯西-古萨基本定理和复合闭路定理
柯西-古萨基本定理

复合闭路定理



积分路径无关与闭路积分

观察下方的两条曲线 C1, C2. 设 C = C−
1 + C2. 可以看出∫

C1
f(z) dz =

∫
C2
f(z) dz ⇐⇒

∮
C
f(z) dz =

∫
C2
f(z) dz −

∫
C1
f(z) dz = 0.

所以 f(z) 的积分只与起点终点有关 ⇐⇒ f(z) 绕任意闭路的积分为零.

z0

z
C1

C2
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积分路径无关的函数特点

上一节中我们计算了 f(z) = z,Re z, 1
z − z0

的积分. 其中
• f(z) = z 处处解析, 积分只与起点终点有关 (闭路积分为零);

• f(z) = 1
z − z0

有奇点 z0, 沿绕 z0 闭路的积分非零;

• f(z) = Re z 处处不解析, 积分与路径有关 (闭路积分非零).
由此可见函数沿闭路积分为零, 与函数在闭路内部是否解析有关.
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柯西-古萨基本定理: 推导

设 C 是一条闭路, D 是其内部区域. 设 f(z) 在闭区域 D = D ∪C 上解析, 即存在
区域 B ⊇ D 使得 f(z) 在 B 上解析.

为了简便假设 f ′(z) 连续, 则∮
C
f(z) dz =

∮
C

(udx− v dy) + i

∮
C

(v dx+ udy).

由格林公式和 C-R 方程可知∮
C
f(z) dz = −

∫∫
D

(vx + uy) dx dy + i

∫∫
D

(ux − vy) dx dy = 0.

也可以从 ∮
C
f(z) dz = −

∫∫
D

∂f

∂z
dz dz = 2i

∫∫
D

∂f

∂z
dx dy = 0

看出.
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柯西-古萨基本定理

柯西-古萨基本定理

设 f(z) 在闭路 C 上连续, C 内部解析, 则
∮

C
f(z) dz = 0.

推论
设 f(z) 在单连通域 D 内解析, C 是 D 内一条闭合曲线 (可以不是闭路), 则∮

C
f(z) dz = 0.

这是因为即使不是简单曲线也可以拆分为一些简单曲线.
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典型例题: 柯西-古萨基本定理计算积分

例

求
∮

|z|=1

1
2z − 3

dz.

解

由于
1

2z − 3
在 |z| ⩽ 1 上解析, 因此由柯西-古萨基本定理

∮
|z|=1

1
2z − 3

dz = 0.

练习

求
∮

|z−2|=1

1
z2 + z

dz = 0 .

练习

求
∮

|z|=2

sin z
|z|

dz = 0 .
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例题: 柯西-古萨基本定理计算积分

例

求
∮

C

1
z(z2 + 1)

dz, 其中 C : |z − i| = 1
2 .

解

注意到
1

z(z2 + 1)
= 1
z

− 1
2

( 1
z + i

+ 1
z − i

)
. 由于 1

z
,

1
z + i

在 |z− i| ⩽ 1
2
上解析, 因

此由柯西-古萨基本定理 ∮
C

1
z

dz =
∮

C

1
z + i

dz = 0,

∮
C

1
z(z2 + 1)

dz = −1
2

∮
C

1
z − i

dz = −πi.
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多连通域边界与复合闭路

设 C0, C1, . . . , Cn 是 n+ 1 条简单闭曲线, C1, . . . , Cn 每一条都包含在其它闭路的
外部, 而且它们都包含在 C0 的内部. 这样它们围成了一个多连通区域 D, 它的边界称
为一个复合闭路

C = C0 + C−
1 + · · · + C−

n .

沿着 C 前进的点, D 总在它的左侧, 所以这就是它的正方向.

C0
C−

1 C−
2
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复合闭路定理

复合闭路定理
设 f(z) 在复合闭路 C = C0 + C−

1 + · · · + C−
n 及其所围成的多连通区域内解析, 则∮

C0
f(z) dz =

∮
C1
f(z) dz + · · · +

∮
Cn

f(z) dz.

C0
C−

1 C−
2
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复合闭路定理

证明
以曲线 γ1, γ2, . . . , γn+1 把 C0, C1, . . . , Cn 连接起来, 则它们把区域 D 分成了两个单
连通域 D1, D2. 对 D1 和 D2 的边界应用柯西积分定理并相加, 则 γi 对应的部分正
好相互抵消, 因此∮

C0
f(z) dz −

∮
C1
f(z) dz − · · · −

∮
Cn

f(z) dz = 0.

于是定理得证.
C0

C−
1 C−

2

γ1 γ2 γ3
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复合闭路定理: 注记

在实际应用中, 如果被积函数 f(z) 在闭路 C 的内部有有限多个奇点 z1, . . . , zk.
那么我们可以在 C 内部构造闭路 C1, . . . , Ck, 使得每个 Cj 内部只包含一个奇点 zj . 这
样, 内部含多个奇点的情形就可以化成内部只含一个奇点的情形. 最后将这些闭路上的
积分相加即可.

z1 z2 z3

C0
C1 C2 C3
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复合闭路定理: 注记

此外, 从复合闭路定理还可以看出, 在计算积分
∮

C
f(z) dz 时, C 的具体形状无关

紧要, 只要其内部奇点不变, C 可以任意变形. 因为我们总可以选择一个包含这些奇点
的闭路 C ′, 使得 C ′ 包含在 C 及其变形后的闭路内部. 这样它们的积分自然都和 C ′ 上
的积分相同.

C1

C2

C ′
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例题: 复合闭路定理的应用

例

证明对于任意闭路 C,
∫

C
(z − a)n dz = 0, n ̸= −1 为整数.

证明

如果 a 不在 C 的内部, 则 (z − a)n 在 C 及其内部解析. 由柯西积分定理,
∫

C
(z −

a)n dz = 0.
如果 a 在 C 的内部, 则在 C 的内部取一个以 a 为圆心的圆周 C1. 由复合闭路定
理以及上一节的结论 ∫

C
(z − a)n dz =

∫
C1

(z − a)n dz = 0.
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例题: 复合闭路定理的应用

同理, 由复合闭路定理和上一节的结论可知当 a 在 C 的内部且 n = −1 时积分为
2πi.

当 a 在 C 的内部时, ∮
C

dz
(z − a)n+1 =

{
2πi, n = 0;
0, n ̸= 0.
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例题: 复合闭路定理的应用

例

求
∫

Γ

2z − 1
z2 − z

dz, 其中 Γ 是由 2 ± i,−2 ± i 形成的矩形闭路.

C1 C2

Γ
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例题: 复合闭路定理的应用

解

函数
2z − 1
z2 − z

在 Γ 内有两个奇点 z = 0, 1. 设 C1, C2 如图所示, 由复合闭路定理

∮
Γ

2z − 1
z2 − z

dz =
∮

C1

2z − 1
z2 − z

dz +
∮

C2

2z − 1
z2 − z

dz

=
∮

C1

1
z

dz +
∮

C1

1
z − 1

dz +
∮

C2

1
z

dz +
∮

C2

1
z − 1

dz

= 2πi+ 0 + 0 + 2πi = 4πi.
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例题: 复合闭路定理的应用

例

求
∫

Γ

ez

z
dz, 其中 Γ = C1 + C−

2 , C1 : |z| = 2, C2 : |z| = 1.

C1

C−
2

解

函数
ez

z
在 C1, C2 围城的圆环域内解析. 由复合闭路定理可知

∫
Γ

ez

z
dz = 0.
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第三节 原函数和不定积分
原函数

牛顿-莱布尼兹定理



原函数的存在性

设 f(z) 在单连通域 D 内解析, C 是 D 内一条起于 z0 终于 z 的曲线. 由柯西-古
萨基本定理可知, 积分

∫
C
f(ζ) dζ 与路径无关, 只与 z0, z 有关. 因此我们也将其记为∫ z

z0
f(ζ) dζ.

对于任意固定的 z0 ∈ D, 函数

F (z) =
∫ z

z0
f(ζ) dζ

定义了一个单值函数.

定理
F (z) 是 D 内的解析函数, 且 F ′(z) = f(z).
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原函数的存在性

证明

z0 z

z + ∆z

以 z 为中心作一包含在 D 内的圆 K, 取 |∆z| 小于 K 的半径. 那么

F (z + ∆z) − F (z) =
∫ z+∆z

z0
f(ζ) dζ −

∫ z

z0
f(ζ) dζ =

∫ z+∆z

z
f(ζ) dζ.

容易知道
∫ z+∆z

z
f(z) dζ = f(z)

∫ z+∆z

z
dζ = f(z)∆z.

我们需要比较上述两个积分, 其中 z 到 z + ∆z 取直线.
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原函数的存在性

续证
由于 f(z) 解析, 因此连续. ∀ε > 0,∃δ > 0 使得当 |ζ − z| < δ 时, z 落在 K 中且
|f(ζ) − f(z)| < ε. 当 |∆z| < δ 时, 由长大不等式∣∣∣∣F (z + ∆z) − F (z)

∆z
− f(z)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ z+∆z

z

f(ζ) − f(z)
∆z

dζ
∣∣∣∣∣

⩽ ε

|∆z|
· |∆z| = ε.

由于 ε 是任意的, 因此

f(z) = lim
∆z→0

F (z + ∆z) − F (z)
∆z

= F ′(z).
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原函数的存在性

牛顿-莱布尼兹定理
设 f(z) 在单连通区域 D 上解析, z1 至 z2 的积分路径落在 D 内, 则∫ z2

z1
f(z) dz = F (z1) − F (z2), 其中 F ′(z) = f(z). (B)

如果 D 上的解析函数 G(z) 满足 G′(z) = f(z), 则称 G(z) 是 f(z) 的一个原函数.
由于导函数为 0 的解析函数只能是常值函数, 因此 G(z) =

∫ z

z0
f(z) dz + C. 我们称之

为 f(z) 的不定积分, 记为
∫
f(z) dz.

复变函数和实变函数的牛顿-莱布尼兹定理的差异在哪呢? 复变情形要求是单连通
区域上解析函数, 实变情形要求是闭区间上连续函数.
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典型例题: 利用原函数求积分

例

求
∫ z1

z0
z dz.

解

由于 f(z) = z 处处解析, 且
∫
z dz = 1

2
z2 + C, 因此

∫ z1

z0
z dz = 1

2
z2∣∣z1

z0
= 1

2
(z2

1 − z2
0).

因此之前的例子中
∫ 3+4i

0
z dz = −7

2
+ 12i, 无论从 0 到 3 + 4i 的路径如何.
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典型例题: 利用原函数求积分

例

求
∫ πi

0
z cos z2 dz.

解
由于 f(z) = z cos z2 处处解析, 且∫

z cos z2 dz = 1
2

∫
cos z2 dz2 = 1

2
sin z2 + C,

因此 ∫ πi

0
z cos z2 dz = 1

2
sin z2∣∣πi

0 = −1
2

sin π2.

这里我们使用了凑微分法.
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典型例题: 利用原函数求积分

例

求
∫ i

0
z cos z dz.

解
由于 f(z) = z cos z 处处解析, 且∫

z cos z dz =
∫
z d(sin z) = z sin z −

∫
sin z dz = z sin z + cos z + C,

因此 ∫ i

0
z cos z dz = (z sin z + cos z)

∣∣i
0 = i sin i+ cos i− 1 = e−1 − 1.

这里我们使用了分部积分法.
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典型例题: 利用原函数求积分

例

求
∫ 1+i

1
zez dz.

解
由于 f(z) = zez 处处解析, 且∫

zez dz =
∫
z dez = zez −

∫
ez dz = (z − 1)ez + c,

因此 ∫ 1+i

1
zez dz = (z − 1)ez

∣∣1+i

1

= ie1+i = e(− sin 1 + i cos 1).
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典型例题: 利用原函数求积分

练习

求
∫ 1

0
z sin z dz = sin 1 − cos 1 .

例

求
∫

C
(2z2 + 8z + 1) dz, 其中 C 是摆线

{
x = a(θ − sin θ),
y = a(1 − cos θ),

0 ⩽ θ ⩽ 2π.
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典型例题: 利用原函数求积分

解
由于 f(z) = 2z2 + 8z + 1 处处解析, 因此∫

C
(2z2 + 8z + 1) dz =

∫ 2πa

0
(2z2 + 8z + 1) dz

=
(2

3
z3 + 4z2 + z

) ∣∣∣∣2πa

0
= 16

3
π3a3 + 16π2a2 + 2πa.
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典型例题: 利用原函数求积分

例

设 C 为沿着 |z| = 1 从 1 到 i 的逆时针圆弧, 求
∫

C

ln(z + 1)
z + 1

dz.

解

函数 f(z) = ln(z + 1)
z + 1

在 Re z ⩽ −1 外的单连通区域解析.∫ ln(z + 1)
z + 1

dz =
∫

ln(z + 1) d[ln(z + 1)] = 1
2

ln2(z + 1) + c.

因此 ∫
C

ln(z + 1)
z + 1

dz = 1
2

ln2(z + 1)
∣∣i
1 = 1

2

[
ln2(1 + i) − ln2 2

]
= 1

2

[(
ln

√
2 + π

4
i

)2
− ln2 2

]
= −π2

32
− 3

8
ln2 2 + π ln 2

8
i.
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第四节 柯西积分公式
柯西积分公式

高阶导数的柯西积分公式



柯西积分公式

柯西积分定理是解析函数理论的基础, 但在很多情形下它由柯西积分公式表现.

柯西积分公式
设

• 函数 f(z) 在闭路或复合闭路 C 及其内部 D 解析,
• z0 ∈ D,
则

f(z0) = 1
2πi

∮
C

f(z)
z − z0

dz.

如果 z0 /∈ D, 由柯西-古萨基本定理, 右侧的积分是 0.
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柯西积分公式: 注记

解析函数可以用一个积分

f(z) = 1
2πi

∮
C

f(ζ)
ζ − z

dζ, z ∈ D

来表示, 这是研究解析函数理论的强有力工具.
解析函数在闭路 C 内部的取值完全由它在 C 上的值所确定. 这也是解析函数的特

征之一. 特别地, 解析函数在圆心处的值等于它在圆周上的平均值. 设 z = z0 +Reiθ,
则 dz = iReiθ dθ,

f(z0) = 1
2πi

∮
C

f(z)
z − z0

dz = 1
2π

∫ 2π

0
f(z0 +Reiθ) dθ.
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柯西积分公式: 证明

证明
由连续性可知, ∀ε > 0,∃δ > 0 使得当 |z − z0| ⩽ δ 时, z ∈ D 且 |f(z) − f(z0)| < ε.
设 Γ : |z − z0| = δ, 则∣∣∣∣∮

C

f(z)
z − z0

dz − 2πif(z0)
∣∣∣∣ 复合闭路定理=========

∣∣∣∣∮
Γ

f(z)
z − z0

dz − 2πif(z0)
∣∣∣∣

=
∣∣∣∣∮

Γ

f(z)
z − z0

dz −
∮

Γ

f(z0)
z − z0

dz
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∮
Γ

f(z) − f(z0)
z − z0

dz
∣∣∣∣

⩽ ε

δ
· 2πδ = 2πε.

由 ε 的任意性可知
∮

C

f(z)
z − z0

dz = 2πif(z0).
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典型例题: 柯西积分公式的应用

从柯西积分公式可以看出, 被积函数分子解析而分母形如 z − z0 时, 绕闭路的积分
可以使用该公式计算.

例

求
∮

|z|=4

sin z
z

dz.

解
函数 sin z 处处解析. 取 f(z) = sin z, z0 = 0 并应用柯西积分公式得∮

|z|=4

sin z
z

dz = 2πi sin z|z=0 = 0.
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典型例题: 柯西积分公式的应用

例

求
∮

|z|=2

ez

z − 1
dz.

解
由于函数 ez 处处解析, 取 f(z) = ez, z0 = 1 并应用柯西积分公式得∮

|z|=2

ez

z − 1
dz = 2πiez|z=1 = 2πei.

练习

求
∮

|z|=2π

cos z
z − π

dz = −2πi .
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典型例题: 柯西积分公式的应用

例

设 f(z) =
∮

|ζ|=
√

3

3ζ2 + 7ζ + 1
ζ − z

dζ, 求 f ′(1 + i).

解

当 |z| <
√

3 时, 由柯西积分公式得

f(z) =
∮

|ζ|=
√

3

3ζ2 + 7ζ + 1
ζ − z

dζ = 2πi(3ζ2 + 7ζ + 1)|ζ=z = 2πi(3z2 + 7z + 1).

因此 f ′(z) = 2πi(6z + 7),

f ′(1 + i) = 2πi(13 + 6i) = −12π + 26πi.

注意当 |z| >
√

3 时, f(z) ≡ 0.
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典型例题: 柯西积分公式的应用

例

求
∮

|z|=3

ez

z(z2 − 1)
dz.

解
被积函数的奇点为 0,±1. 设 C1, C2, C3 分别为绕 0, 1,−1 的分离圆周. 由复合闭路
定理和柯西积分公式∮

|z|=3

ez

z(z2 − 1)
dz =

∮
C1+C2+C3

ez

z(z2 − 1)
dz

= 2πi
[

ez

z2 − 1

∣∣∣∣
z=0

+ ez

z(z + 1)

∣∣∣∣
z=1

+ ez

z(z − 1)

∣∣∣∣
z=−1

]

= 2πi
(

−1 + e

2
+ e−1

2

)
= πi(e+ e−1 − 2).

C

C1

C2C3
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高阶导数的柯西积分公式

解析函数可以由它的积分所表示. 不仅如此, 通过积分表示, 还可以说明解析函数
是任意阶可导的.

柯西积分公式
设函数 f(z) 在闭路或复合闭路 C 及其内部 D 解析, 则对任意 z0 ∈ D,

f (n)(z0) = n!
2πi

∮
C

f(z)
(z − z0)n+1 dz.

假如 f(z) 有泰勒展开

f(z) = f(z0) + f ′(z0)(z − z0) + · · · + f (n)(z0)
n!

(z − z0)n + · · ·

那么由
∮

C

dz
(z − z0)n

的性质可知上述公式右侧应当为 f (n)(z0).
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高阶导数的柯西积分公式

证明
先证明 n = 1 的情形. 设 δ 为 z0 到 C 的最短距离. 当 |h| < δ 时, z0 + h ∈ D. 由
柯西积分公式,

f(z0) = 1
2πi

∮
C

f(z)
z − z0

dz, f(z0 + h) = 1
2πi

∮
C

f(z)
z − z0 − h

dz.

两式相减得到

f(z0 + h) − f(z0)
h

= 1
2πi

∮
C

f(z)
(z − z0)(z − z0 − h)

dz.

当 h → 0 时, 左边的极限是 f ′(z0). 因此我们只需要证明右边的极限等于
1

2πi

∮
C

f(z)
(z − z0)2 dz.
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高阶导数的柯西积分公式

续证

二者之差 = 1
2πi

∮
C

hf(z)
(z − z0)2(z − z0 − h)

dz. 由于 f(z) 在 C 上连续, 故存在 M

使得 |f(z)| ⩽M . 注意到 z ∈ C, |z − z0| ⩾ δ, |z − z0 − h| ⩾ δ − |h|. 由长大不等式,∣∣∣∣∮
C

hf(z)
(z − z0)2(z − z0 − h)

dz
∣∣∣∣ ⩽ M |h|

δ2(δ − |h|)
· L,

其中 L 是闭路 C 的长度. 当 h → 0 时, 它的极限为 0, 因此 n = 1 情形得证.
对于一般的 n, 我们通过归纳法将 f (n)(z0) 和 f (n)(z0 + h) 表达为积分形式. 比较

f (n)(z0 + h) − f (n)(z0)
h

与积分公式右侧之差, 并利用长大不等式证明 h → 0 时, 差
趋于零. 具体过程省略.
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典型例题: 使用高阶导数的柯西积分公式计算积分

柯西积分公式不是用来计算高阶导数的, 而是用高阶导数来计算积分的.

例

求
∮

|z|=2

cos(πz)
(z − 1)5 dz.

解
由于 cos(πz) 处处解析, 因此由柯西积分公式,∮

|z|=2

cos(πz)
(z − 1)5 dz = 2πi

4!
[cos(πz)](4)∣∣

z=1 = 2πi
24

· π4 cosπ = −π5i

12
.
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典型例题: 使用高阶导数的柯西积分公式计算积分

例

求
∮

|z|=2

ez

(z2 + 1)2 dz.

解
ez

(z2 + 1)2 在 |z| < 2 的奇点为 z = ±i. 取 C1, C2 为以 i,−i 为圆心的分离圆周. 由

复合闭路定理,∮
|z|=2

ez

(z2 + 1)2 dz =
∮

C1

ez

(z2 + 1)2 dz +
∮

C2

ez

(z2 + 1)2 dz.
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典型例题: 使用高阶导数的柯西积分公式计算积分

续解
由柯西积分公式, ∮

C1

ez

(z2 + 1)2 dz = 2πi
1

[
ez

(z + i)2

]′ ∣∣∣
z=i

= 2πi
[

ez

(z + i)2 − 2ez

(z + i)3

] ∣∣∣
z=i

= (1 − i)eiπ

2
.

类似地,
∮

C2

ez

(z2 + 1)2 dz = −(1 + i)e−iπ

2
. 故

∮
|z|=2

ez

(z2 + 1)2 dz = (1 − i)eiπ

2
+ −(1 + i)e−iπ

2
= πi(sin 1 − cos 1).
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典型例题: 使用高阶导数的柯西积分公式计算积分

例

求
∮

|z|=1
znez dz, 其中 n 是整数.

解
当 n ⩾ 0 时, znez 处处解析. 由柯西-古萨基本定理,∮

|z|=1
znez dz = 0.

当 n ⩽ −1 时, ez 处处解析. 由柯西积分公式,∮
|z|=1

znez dz = 2πi
(−n− 1)!

(ez)(−n−1)∣∣
z=0 = 2πi

(−n− 1)!
.
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典型例题: 使用高阶导数的柯西积分公式计算积分

例

求
∮

|z−3|=2

1
(z − 2)2z3 dz 和

∮
|z−1|=2

1
(z − 2)2z3 dz.

解

(1) 1
(z − 2)2z3 在 |z − 3| < 2 的奇点为 z = 2. 由柯西积分公式,

∮
|z−3|=2

1
(z − 2)2z3 dz = 2πi

1!

( 1
z3

)′ ∣∣∣∣
z=2

= −3πi
8
.
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典型例题: 使用高阶导数的柯西积分公式计算积分

续解

(2) 1
(z − 2)2z3 在 |z − 1| < 3 的奇点为 z = 0, 2. 取 C1, C2 分别为以 0 和 2 为圆心

的分离圆周. 由复合闭路定理和柯西积分公式,∮
|z−1|=3

1
(z − 2)2z3 dz =

∮
C1

1
(z − 2)2z3 dz +

∮
C2

1
(z − 2)2z3 dz

= 2πi
2!

[ 1
(z − 2)2

]′′ ∣∣∣
z=0

+ 2πi
1!

( 1
z3

)′ ∣∣∣
z=2

= 0.

练习∮
|z−2i|=3

1
z2(z − i)

dz = 0 .
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莫累拉定理

例 (莫累拉定理)

设 f(z) 在单连通域 D 内连续, 且对于 D 中任意闭路 C 都有
∮

C
f(z) dz = 0, 则

f(z) 在 D 内解析.

该定理可视作柯西-古萨基本定理的逆定理.
证明

由题设可知 f(z) 的积分与路径无关. 固定 z0 ∈ D, 则

F (z) =
∫ z

z0
f(z) dz

定义了 D 内的一个函数. 类似于原函数的证明可知 F ′(z) = f(z). 故 f(z) 作为解析
函数 F (z) 的导数也是解析的.
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解析函数与实函数的差异

高阶柯西积分公式说明解析函数的导数与实函数的导数有何不同? 高阶柯西积分
公式说明, 函数 f(z) 只要在区域 D 中处处可导, 它就一定无限次可导, 并且各阶导数
仍然在 D 中解析. 这一点与实变量函数有本质的区别.

同时我们也可以看出, 如果一个二元实函数 u(x, y) 是一个解析函数的实部或虚部,
则 u 也是具有任意阶偏导数. 这便引出了调和函数的概念.
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第五节 解析函数与调和函数的关系
调和函数

共轭调和函数



调和函数

调和函数是一类重要的二元实变函数, 它和解析函数有着紧密的联系. 为了简便,
我们用 uxx, uyy 来表示二阶偏导数.

定义
如果二元实变函数 u(x, y) 在区域 D 内有二阶连续偏导数, 且满足拉普拉斯方程

∆u := uxx + uyy = 0,

则称 u(x, y) 是 D 内的调和函数.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 5 解析函数与调和函数的关系 ▶A 调和函数 206 / 389



解析函数与调和函数的联系

定理
区域 D 内解析函数 f(z) 的实部和虚部都是调和函数.

证明
设 f(z) = u(x, y) + iv(x, y), 则 u, v 存在偏导数且

f ′(z) = ux + ivx = vy − iuy.

由于 f(z) 任意阶可导, 因此 u, v 存在任意阶偏导数. 由 C-R 方程 ux = vy, uy = −vx

可知
∆u = uxx + uyy = vyx − vxy = 0,

∆v = vxx + vyy = −uyx + uxy = 0.
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解析函数与调和函数的联系

反过来, 调和函数是否一定是某个解析函数的实部或虚部呢? 对于单连通的情形,
答案是肯定的.
如果 u+ iv 是区域 D 内的解析函数, 则我们称 v 是 u 的共轭调和函数. 换言之

ux = vy, uy = −vx. 显然 −u 是 v 的共轭调和函数.

定理
设 u(x, y) 是单连通域 D 内的调和函数, 则线积分

v(x, y) =
∫ (x,y)

(x0,y0)
−uy dx+ ux dy + C

是 u 的共轭调和函数.

由此可知, 区域 D 上的调和函数在 z ∈ D 的一个邻域内是一解析函数的实部, 从
而在该邻域内具有任意阶连续偏导数. 而 z 的任取的, 因此调和函数总具有任意阶连续
偏导数.
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共轭调和函数的求法

如果 D 是多连通区域, 则未必存在共轭调和函数. 例如 ln(x2 + y2) 是复平面去掉
原点上的调和函数, 但它并不是某个解析函数的实部. 事实上, 它是 2 Ln z 的实部.

在实际计算中, 我们一般不用线积分来得到共轭调和函数, 而是采用下述两种办法:

偏积分法
通过 vy = ux 解得 v = φ(x, y) + ψ(x), 其中 ψ(x) 待定. 再代入 uy = −vx 中解出
ψ(x).

不定积分法
对 f ′(z) = ux − iuy = vy + ivx 求不定积分得到 f(z).
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典型例题: 求共轭调和函数和相应的解析函数

例
证明 u(x, y) = y3 − 3x2y 是调和函数, 并求其共轭调和函数以及由它们构成的解析
函数.

解
由 ux = −6xy, uy = 3y2 − 3x2 可知 uxx + uyy = −6y + 6y = 0, 故 u 是调和函数.
由 vy = ux = −6xy 得 v = −3xy2 + ψ(x).
由 vx = −uy = 3x2 − 3y2 得 ψ′(x) = 3x2, ψ(x) = x3 + C.
故 v(x, y) = −3xy2 + x3 + C,

f(z) = u+ iv = y3 − 3x2y + i(−3xy2 + x3 + C) = i(x+ iy)3 + iC = i(z3 + C).
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典型例题: 求共轭调和函数和相应的解析函数

当解析函数 f(z) 为 x, y 的多项式形式时, 将 m 次齐次的项放一起, 则 xm 的系数
就是 f(z) 中 zm 的系数.
在上例中我们也可由另一种方法计算得到:

f ′(z) = ux − iuy = −6xy − i(3y2 − 3x2) = 3iz2.

因此 f(z) = iz3 + C.
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典型例题: 求共轭调和函数和相应的解析函数

例
求解析函数 f(z) 使得它的虚部为

v(x, y) = ex(y cos y + x sin y) + x+ y.

解
由 ux = vy = ex(cos y − y sin y + x cos y) + 1 得

u = ex(x cos y − y sin y) + x+ ψ(y).

由 uy = −vx = −ex(y cos y + x sin y + sin y) − 1 得

ψ′(y) = −1, ψ(y) = −y + C.
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典型例题: 求共轭调和函数和相应的解析函数

续解
故

f(z) = u+ iv

= ex(x cos y − y sin y) + x− y + C + i
[
ex(y cos y + x sin y) + x+ y

]
= zez + (1 + i)z + C, C ∈ R.

这里, 我们只需看 ex cos y 的系数 x+ iy = z, 即 f(z) 中 ez 的系数.
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典型例题: 求共轭调和函数和相应的解析函数

也可由

f ′(z) = vy + ivx

= ex(cos y − y sin y + x cos y) + 1 + i
[
ex(y cos y + x sin y + sin y) + 1

]
= (z + 1)ez + 1 + i.

得 f(z) = zez + (1 + i)z + C.

练习
证明 u(x, y) = x3 − 6x2y − 3xy2 + 2y3 是调和函数并求它的共轭调和函数.

答案
v(x, y) = 2x3 + 3x2y − 6xy2 − y3 + C.

显然 u+ iv = (1 + 2i)z3 + iC.
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第四章 级数
1 复数项级数

2 幂级数

3 泰勒级数

4 洛朗级数



第一节 复数项级数
复数项级数

绝对收敛和条件收敛



复数项级数

复数域上的级数与实数域上的级数并无本质差别.

定义

• 设 {zn}n⩾1 是复数列. 表达式
∞∑

n=1
zn 称为复数项无穷级数.

• 称 sn := z1 + z2 + · · · + zn 为该级数的部分和.
• 如果部分和数列 {sn}n⩾1 极限存在, 则称

∞∑
n=1

zn 收敛, 并记
∞∑

n=1
zn = lim

n→∞
sn 为

它的和. 否则称该级数发散.

如果
∞∑

n=1
zn = A 收敛, 则 zn = sn − sn−1 → A−A = 0. 因此 zn → 0 是

∞∑
n=1

zn 收
敛的必要条件.
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复数项级数敛散性的判定

定理
∞∑

n=1
zn = a+ bi 当且仅当

∞∑
n=1

xn = a,
∞∑

n=1
yn = b.

证明
设部分和

σn = x1 + x2 + · · · + xn, τn = y1 + y2 + · · · + yn.

则
sn = z1 + z2 + · · · + zn = σn + iτn.

由复数列的敛散性判定条件可知

lim
n→∞

sn = a+ bi ⇐⇒ lim
n→∞

σn = a, lim
n→∞

τn = b.

于是命题得证.
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复数项级数敛散性的判定

定理
如果实数项级数

∞∑
n=1

|zn| = |z1| + |z2| + · · ·

收敛, 则
∞∑

n=1
zn 也收敛, 且

∣∣∣∣ ∞∑
n=1

zn

∣∣∣∣ ⩽ ∞∑
n=1

|zn|.
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复数项级数敛散性的判定

证明

因为 |xn|, |yn| ⩽ |zn|, 由比较判别法可知实数项级数
∞∑

n=1
xn,

∞∑
n=1

yn 绝对收敛, 从

而收敛. 故
∞∑

n=1
zn 也收敛.

由三角不等式可知

∣∣∣∣∣
n∑

k=1
zk

∣∣∣∣∣ ⩽
n∑

k=1
|zk|. 两边同时取极限即得级数的不等式关系

∣∣∣∣∣
∞∑

n=1
zn

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ lim
n→∞

n∑
k=1

zk

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣
n∑

k=1
zk

∣∣∣∣∣ ⩽ lim
n→∞

n∑
k=1

|zk| =
∞∑

n=1
|zn|,

其中第二个等式是因为绝对值函数 |z| 连续.
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绝对收敛和条件收敛

定义

(1) 如果级数
∞∑

n=1
|zn| 收敛, 则称

∞∑
n=1

zn 绝对收敛.

(2) 称收敛但不绝对收敛的级数条件收敛.

定理
∞∑

n=1
zn 绝对收敛当且仅当它的实部和虚部级数都绝对收敛.

证明
必要性由前一定理的证明已经知道, 充分性由 |zn| ⩽ |xn| + |yn| 可得.
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绝对收敛和条件收敛的判定

实部级数

虚
部
级
数

发散 条件收敛 绝对收敛

发散 发散 发散 发散

条件收敛 发散 条件收敛 条件收敛

绝对收敛 发散 条件收敛 绝对收敛
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绝对收敛和条件收敛

绝对收敛的复级数各项可以任意重排次序而不改变其绝对收敛性, 且不改变其和.
一般的级数重排有限项不改变其敛散性与和, 但如果重排无限项则可能会改变其

敛散性与和.

思考

什么时候
∣∣∣∣ ∞∑
n=1

zn

∣∣∣∣ =
∞∑

n=1
|zn|?

答案
当且仅当非零的 zn 的辐角全都相同时成立.
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典型例题: 判断级数的敛散性

例

级数
∞∑

n=1

1 + in

n
发散、条件收敛、还是绝对收敛?

解
由于实部级数

∞∑
n=1

xn = 1 + 1
3

+ 2
4

+ 1
5

+ 1
7

+ 2
8

+ · · · >
∞∑

n=1

1
2n− 1

发散, 所以该级数发散.

它的虚部级数是一个交错级数, 从而是条件收敛的.
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典型例题: 复数项级数敛散性

例

级数
∞∑

n=1

in

n
发散、条件收敛、还是绝对收敛?

解
因为它的实部和虚部级数

∞∑
n=1

xn = −1
2

+ 1
4

+ 1
6

− 1
8

+ · · ·

∞∑
n=1

yn = 1 − 1
3

+ 1
5

− 1
7

+ · · ·

均条件收敛, 所以原级数条件收敛.
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典型例题: 判断级数的敛散性

练习

级数
∞∑

n=1

[(−1)n

n
+ i

2n

]
发散、条件收敛、还是绝对收敛?

答案
实部级数条件收敛, 虚部级数绝对收敛, 所以该级数条件收敛.
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级数敛散性判别法

由正项级数的判别法可以得到: 设
(1) 达朗贝尔判别法 (比值法): λ = lim

n→∞

∣∣∣∣zn+1
zn

∣∣∣∣ (假设存在);

(2) 柯西判别法 (根式法): λ = lim
n→∞

n

√
|zn| (假设存在);

(3) 柯西-阿达马判别法: λ = lim
n→∞

n

√
|zn| (子数列中极限的最大值).

• 当 λ < 1 时,
∞∑

n=0
zn 绝对收敛.

• 当 λ > 1 时,
∞∑

n=0
zn 发散.

• 当 λ = 1 时, 无法使用该方法判断敛散性.
其证明是通过将该级数与相应的等比级数做比较得到的.
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典型例题: 判断级数的敛散性

例

级数
∞∑

n=0

(8i)n

n!
发散、条件收敛、还是绝对收敛?

解

因为 lim
n→∞

∣∣∣∣zn+1
zn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ 8
n+ 1

∣∣∣∣ = 0, 所以该级数绝对收敛.

实际上, 它的实部和虚部级数分别为

1 − 82

2!
+ 84

4!
− · · · = cos 8, 8 − 83

3!
+ 85

5!
− · · · = sin 8,

因此
∞∑

n=0

(8i)n

n!
= cos 8 + i sin 8 = e8i.
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第二节 幂级数
幂级数的收敛域

收敛半径的计算

幂级数的运算性质



函数项级数与幂级数

复变函数级数与实变量函数级数也是类似的.

定义
• 设 {fn(z)}n⩾1 是一个复变函数列, 其中每一项都在区域 D 上有定义. 表达式

∞∑
n=1

fn(z) 称为复变函数项级数.

• 对于 z0 ∈ D, 如果级数
∞∑

n=1
fn(z0) 收敛, 则称

∞∑
n=1

fn(z) 在 z0 处收敛, 相应级数

的值称为它的和.
• 如果

∞∑
n=1

fn(z) 在 D 上处处收敛, 则它的和是一个函数, 称为和函数.

• 称形如
∞∑

n=0
cn(z − a)n 的函数项级数为幂级数.

我们只需要考虑 a = 0 情形的幂级数, 因为二者的收敛范围与和函数只是差一个
平移.
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阿贝尔定理

阿贝尔定理

(1) 如果
∞∑

n=0
cnz

n 在 z0 ̸= 0 处收敛, 那么对任意 |z| < |z0| 的 z, 该级数必绝对收敛.

(2) 如果
∞∑

n=0
cnz

n 在 z0 ̸= 0 处发散, 那么对任意 |z| > |z0| 的 z, 该级数必发散.

证明
(1) 因为级数收敛, 所以 lim

n→∞
cnz

n
0 = 0. 故存在 M 使得 |cnz

n
0 | < M . 对于 |z| < |z0|,

∞∑
n=0

|cnz
n| =

∞∑
n=0

|cnz
n
0 | ·

∣∣∣∣ zz0

∣∣∣∣n ⩽M
∞∑

n=0

∣∣∣∣ zz0

∣∣∣∣n = M

1 −
∣∣∣∣ zz0

∣∣∣∣ .
所以级数在 z 处绝对收敛. (2)是(1)的逆否命题.
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幂级数的收敛半径

设 R 是实幂级数
∞∑

n=0
|cn|xn 的收敛半径.

• 如果 R = +∞, 由阿贝尔定理可知
∞∑

n=0
cnz

n 处处绝对收敛.

• 如果 0 < R < +∞, 那么
∞∑

n=0
cnz

n 在 |z| < R 上绝对收敛, 在 |z| > R 上发散.

• 如果 R = 0, 那么
∞∑

n=0
cnz

n 仅在 z = 0 处收敛, 对任意 z ̸= 0 都发散.

我们称 R 为该幂级数的收敛半径.

R

绝对收敛 发散

都有可能
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例题: 收敛半径的计算

例

求幂级数
∞∑

n=0
zn = 1 + z + z2 + · · · 的收敛半径与和函数.

解
如果幂级数收敛, 则由 zn → 0 可知 |z| < 1. 当 |z| < 1 时, 和函数为

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

1 − zn+1

1 − z
= 1

1 − z
.

因此收敛半径为 1.
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收敛半径的计算

由正项级数的相应判别法容易得到公式 R = 1
r

, 其中

(1) 达朗贝尔公式 (比值法): r = lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1
cn

∣∣∣∣ (假设存在);

(2) 柯西公式 (根式法): r = lim
n→∞

n

√
|cn| (假设存在);

(3) 柯西-阿达马公式: r = lim
n→∞

n

√
|cn|.

如果 r = 0 或 +∞, 则 R = +∞ 或 0.

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 2 幂级数 ▶B 收敛半径的计算 231 / 389



典型例题: 收敛半径的计算

例

求幂级数
∞∑

n=1

(z − 1)n

n
的收敛半径, 并讨论 z = 0, 2 的情形.

解

由 lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1
cn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

n

n+ 1
= 1 可知收敛半径为 1.

当 z = 2 时,
∞∑

n=1

(z − 1)n

n
=

∞∑
n=1

1
n
发散.

当 z = 0 时,
∞∑

n=1

(z − 1)n

n
=

∞∑
n=1

(−1)n

n
收敛.

事实上, 收敛圆周上既可能处处收敛, 也可能处处发散, 也可能既有收敛的点也有
发散的点.
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典型例题: 收敛半径的计算

例

求幂级数
∞∑

n=0
cos(in)zn 的收敛半径.

解

我们有 cn = cos(in) = en + e−n

2
. 由

lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1
cn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

en+1 + e−n−1

en + e−n
= e lim

n→∞
1 + e−2n−2

1 + e−2n
= e

可知收敛半径为
1
e

.
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典型例题: 收敛半径的计算

练习

幂级数
∞∑

n=0
(1 + i)nzn 的收敛半径为

√
2

2 .
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幂级数的有理运算

定理
设幂级数

f(z) =
∞∑

n=0
anz

n, |z| < R1, g(z) =
∞∑

n=0
bnz

n, |z| < R2.

那么当 |z| < R = min{R1, R2} 时,

(f ± g)(z) =
∞∑

n=0
(an ± bn)zn, (fg)(z) =

∞∑
n=0

(
n∑

k=0
akbn−k

)
zn.

当 f, g 的收敛半径相同时, f ± g 或 fg 的收敛半径可以比 f, g 的大.
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幂级数的代换运算

定理
设幂级数

f(z) =
∞∑

n=0
anz

n, |z| < R,

设函数 φ(z) 在 |z| < r 上解析且 |φ(z)| < R, 那么当 |z| < r 时,

f [φ(z)] =
∞∑

n=0
an[φ(z)]n.
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幂级数的解析性质

定理

设幂级数
∞∑

n=0
cnz

n 的收敛半径为 R, 则在 |z| < R 上:

(1) 它的和函数 f(z) =
∞∑

n=0
cnz

n 解析,

(2) f ′(z) =
∞∑

n=1
ncnz

n−1,

(3)
∫ z

0
f(z) dz =

∞∑
n=0

cn

n+ 1
zn+1.

也就是说, 在收敛圆内, 幂级数的和函数解析, 且可以逐项求导, 逐项积分.
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幂级数的解析性质

由于和函数在 |z| > R 上没有定义, 因此我们不能谈和函数在 |z| = R 上的解析性.
如果函数 g(z) 在该幂级数收敛的点处和 f(z) 均相同, 则 g(z) 一定在收敛圆周上

有奇点. 这是因为一旦 g(z) 在收敛圆周上处处解析, 该和函数就可以在一个半径更大
的圆域上作泰勒展开.
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例题: 幂级数展开

例

把函数 1
z − b

表成形如
∞∑

n=0
cn(z − a)n 的幂级数, 其中 a ̸= b.

解
1

z − b
= 1

(z − a) − (b− a)
= 1
a− b

· 1

1 − z − a

b− a

.

当 |z − a| < |b− a| 时, 1
z − b

= 1
a− b

∞∑
n=0

(
z − a

b− a

)n

, 即

1
z − b

= −
∞∑

n=0

(z − a)n

(b− a)n+1 , |z − a| < |b− a|.
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典型例题: 幂级数的收敛半径与和函数

例

求幂级数
∞∑

n=1
(2n − 1)zn−1 的收敛半径与和函数.

解

由 lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1
cn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

2n+1 − 1
2n − 1

= 2 可知收敛半径为 1
2

. 当 |z| < 1
2
时, |2z| < 1. 从

而

∞∑
n=1

(2n − 1)zn−1 =
∞∑

n=1
2nzn−1 −

∞∑
n=1

zn−1

= 2
1 − 2z

− 1
1 − z

= 1
(1 − 2z)(1 − z)

.
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典型例题: 幂级数的收敛半径与和函数

例

求幂级数
∞∑

n=0
(n+ 1)zn 的收敛半径与和函数.

解

由 lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1
cn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

n+ 1
n

= 1 可知收敛半径为 1. 当 |z| < 1 时,

∫ z

0

∞∑
n=0

(n+ 1)zn dz =
∞∑

n=0
zn+1 = z

1 − z
= −1 − 1

z − 1
,

因此
∞∑

n=0
(n+ 1)zn =

(
− 1
z − 1

)′
= 1

(z − 1)2 , |z| < 1.
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典型例题: 幂级数的收敛半径与和函数

通过对
1 + λz + λ2z2 + · · · = 1

1 − λz

两边求 k 阶导数可得
∞∑

n=0
(n+ k) · · · (n+ 2)(n+ 1)λnzn = k!

(1 − λz)k+1 .

因此如果 p(n) 是次数为 m− 1 的多项式, 那么
∞∑

n=0
p(n)λnzn = P (z)

(1 − λz)m
,

其中 P 是多项式.
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典型例题: 幂级数的收敛半径与和函数

一般地, 如果幂级数的系数形如
cn = p1(n)λn

1 + · · · + pk(n)λn
k ,

则和函数一定是形如
∞∑

n=0
cnz

n = P (z)
(1 − λ1z)m1 · · · (1 − λkz)mk

的有理函数, 其中 mj = deg pj + 1. 反过来这样的分式展开成幂级数的系数也一定有上
述形式, 至多有有限多项例外. 这可以帮助我们进行计算的验证.
练习

求幂级数
∞∑

n=1

zn

n
的收敛半径与和函数.

答案
收敛半径为 1, 和函数为 − ln(1 − z).
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例题: 函数项级数的积分

例

求
∮

|z|= 1
2

 ∞∑
n=−1

zn

 dz.

解

由于
∞∑

n=0
zn 在 |z| < 1 收敛, 它的和函数解析. 因此

∮
|z|= 1

2

 ∞∑
n=−1

zn

 dz =
∮

|z|= 1
2

1
z

dz +
∮

|z|= 1
2

( ∞∑
n=0

zn

)
dz

= 2πi+ 0 = 2πi.
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第三节 泰勒级数
泰勒展开的形式与性质

泰勒展开的计算方法



实泰勒级数的特点

我们知道, 幂级数在它的收敛域内的和函数是一个解析函数. 反过来, 解析函数是
不是也一定可以在一点展开成幂级数呢? 也就是说是否存在泰勒级数展开?

在实变函数中我们知道, 一个函数即使在一点附近无限次可导, 它的泰勒级数也未
必收敛到原函数. 例如

f(x) =
{
e−x−2

, x ̸= 0,
0, x = 0.

它处处可导, 但是它在 0 处的各阶导数都是 0. 因此它的泰勒级数是 0, 余项恒为 f(x).
除 0 外它的泰勒级数均不收敛到原函数.
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实泰勒级数的特点

而即使是泰勒级数能收敛到原函数的情形, 它成立的范围也很难从函数本身读出.
例如

1
1 + x

= 1 − x+ x2 − x3 + · · · , |x| < 1.

这可以从 x = −1 是奇点看出. 而
1

1 + x2 = 1 − x2 + x4 − x6 + · · · , |x| < 1

却并没有奇点. 为什么它的麦克劳林级数成立的开区间也是 (−1, 1)? 这个问题在本节
可以得到回答.
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泰勒展开的形式

设函数 f(z) 在区域 D 解析, z0 ∈ D. 设 |z − z0| 小于 z0 到 D 边界的距离 d, 则存
在 |z − z0| < r < d. 设 K : |ζ − z0| = r, 则 K 和它的内部包含在 D 中. 由于∣∣∣∣z − z0
ζ − z0

∣∣∣∣ < 1, 因此

1
ζ − z

= 1
ζ − z0

· 1

1 − z − z0
ζ − z0

=
∞∑

n=0

(z − z0)n

(ζ − z0)n+1 .

z0
z

r ζ
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泰勒展开的形式

故

f(z) = 1
2πi

∮
K

f(ζ)
ζ − z

dζ = 1
2πi

∮
K
f(ζ)

∞∑
n=0

(z − z0)n

(ζ − z0)n+1 dζ

=
N−1∑
n=0

[ 1
2πi

∮
K

f(ζ) dζ
(ζ − z0)n+1

]
(z − z0)n +RN (z),

=
N−1∑
n=0

f (n)(z0)
n!

(z − z0)n +RN (z),

其中

RN (z) = 1
2πi

∮
K
f(ζ)

[ ∞∑
n=N

(z − z0)n

(ζ − z0)n+1

]
dζ

= 1
2πi

∮
K

f(ζ)
ζ − z

·
(
z − z0
ζ − z0

)N

dζ.
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泰勒展开的形式

由于 f(ζ) 在 D ⊇ K 上解析, 从而在 K 上连续且有界. 设 |f(ζ)| ⩽M, ζ ∈ K, 那
么

|RN (z)| ⩽ 1
2π

∮
K

∣∣∣∣∣ f(ζ)
ζ − z

·
(
z − z0
ζ − z0

)N
∣∣∣∣∣ ds

⩽ 1
2π

· M

r − |z − z0|
·
∣∣∣∣z − z0
ζ − z0

∣∣∣∣N · 2πr → 0 (N → ∞).

故
f(z) =

∞∑
n=0

f (n)(z0)
n!

(z − z0)n, |z − z0| < d.
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泰勒展开的成立范围

由于幂级数在收敛半径内的和函数是解析的, 因此解析函数的泰勒展开成立的圆
域不包含奇点. 由此可知, 解析函数在 z0 处泰勒展开成立的圆域的最大半径是 z0 到最
近奇点的距离.

需要注意的是, 泰勒级数的收敛半径是有可能比这个半径更大的, 而且泰勒展开等
式也可能在这个圆域之外的点成立. 例如

f(z) =
{
ez, z ̸= 1;
0, z = 1

的麦克劳林展开为 f(z) =
∞∑

n=0

zn

n!
, |z| < 1.

现在我们来看 f(z) = 1
1 + z2 . 它的奇点为 ±i, 所以它的麦克劳林展开成立的半径

是 1. 这就解释了为什么函数 f(x) = 1
1 + x2 的麦克劳林展开成立的开区间是 (−1, 1).
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幂级数展开的唯一性

若 f(z) 在 z0 附近展开为
∞∑

n=0
cn(z − z0)n, 则由幂级数的逐项求导性质可知

f (n)(z0) =
∞∑

k=n

ckk(k − 1) · · · (k − n+ 1)(z − z0)k−n
∣∣∣
z=z0

= n!cn.

所以解析函数的幂级数展开是唯一的.
因此解析函数的泰勒展开不仅可以直接求出各阶导数得到, 也可以利用幂级数的

运算法则得到.
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典型例题: 泰勒展开的计算

例

由于 (ez)(n)(0) = ez|z=0 = 1, 因此

ez = 1 + z + z2

2!
+ z3

3!
+ · · · =

∞∑
n=0

zn

n!
, ∀z.

例

由于 (cos z)(n) = cos
(
z + nπ

2

)
,

(cos z)(2n+1)(0) = 0, (cos z)(2n)(0) = (−1)n,

因此
cos z = 1 − z2

2!
+ z4

4!
− z6

6!
+ · · · =

∞∑
n=0

(−1)n z2n

(2n)!
, ∀z.
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典型例题: 泰勒展开的计算

例
由 ez 的泰勒展开可得

sin z = eiz − e−iz

2i
=

∞∑
n=0

(iz)n − (−iz)n

2i · n!

= z − z3

3!
+ z5

5!
− · · ·=

∞∑
n=0

(−1)n z2n+1

(2n+ 1)!
, ∀z.

这里, 因为 sin z 是奇函数, 所以它的麦克劳林展开只有奇数幂次项, 没有偶数幂次
项.
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典型例题: 泰勒展开的计算

例
求对数函数的主值 ln(1 + z) 的麦克劳林展开.

解
由于 ln(1 + z) 在去掉射线 z = x ⩽ −1 的区域内解析, 因此它在 |z| < 1 内解析, 且

[ln(1 + z)]′ = 1
1 + z

=
∞∑

n=0
(−1)nzn, |z| < 1.

逐项积分得到

ln(1 + z) =
∫ z

0

1
1 + ζ

dζ =
∫ z

0

∞∑
n=0

(−1)nζn dζ

=
∞∑

n=0

(−1)nzn+1

n+ 1
=

∞∑
n=1

(−1)n+1zn

n
, |z| < 1.
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典型例题: 泰勒展开的计算

例
函数 f(z) = (1 + z)α 的主值为 exp

[
α ln(1 + z)

]
. 它在去掉射线 z = x ⩽ −1 的区域

内解析. 由于

f (n)(0) = α(α− 1) · · · (α− n+ 1) exp
[
(α− n) ln(1 + z)

]∣∣∣
z=0

= α(α− 1) · · · (α− n+ 1).

因此

(1 + z)α= 1 + αz + α(α− 1)
2

z2 + α(α− 1)(α− 2)
3!

z3 + · · ·

=
∞∑

n=0

α(α− 1) · · · (α− n+ 1)
n!

zn, |z| < 1.
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典型例题: 泰勒展开的计算

当 α = n 是正整数时, 上述麦克劳林展开的 > n 幂次项系数为零, 从而

(1 + z)n =
n∑

k=0
Ck

nz
k,

此即牛顿二项式展开.
例

将 1
(1 + z)2 展开成 z 的幂级数.

解
由幂函数展开可知当 |z| < 1 时,

(1 + z)−2 =
∞∑

n=0

(−2)(−3) · · · (−1 − n)
n!

zn =
∞∑

n=0
(−1)n(n+ 1)zn.
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典型例题: 泰勒展开的计算

另解

由于
1

(1 + z)2 的奇点为 z = −1, 因此它在 |z| < 1 内解析. 由于

1
1 + z

= 1 − z + z2 − z3 + · · · =
∞∑

n=0
(−1)nzn,

因此

1
(1 + z)2 = −

( 1
1 + z

)′
= −

∞∑
n=1

(−1)nnzn−1 =
∞∑

n=0
(−1)n(n+ 1)zn, |z| < 1.

一般地, 我们有
1

(1 − λz)k
=

∞∑
n=0

(n+ k − 1) · · · (n+ 2)(n+ 1)zn, |z| < 1
|λ|
.
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典型例题: 泰勒展开的计算

例

求 1
3z − 2

的麦克劳林展开.

解

由于
1

3z − 2
的奇点为 z = 2

3
, 因此它在 |z| < 2

3
内解析. 此时

1
3z − 2

= −1
2

· 1

1 − 3z
2

= −1
2

∞∑
n=0

(3z
2

)n

= −
∞∑

n=0

3n

2n+1 z
n, |z| < 2

3
.
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典型例题: 泰勒展开的计算 非考试内容

练习

求 1
1 − 3z + 2z2 的麦克劳林展开.

答案

1
1 − 3z + 2z2 = 2

1 − 2z
− 1

1 − z
=

∞∑
n=0

(2n+1 − 1)zn, |z| < 1
2
.

有理函数展开为真分式形式若用待定系数法总略显繁琐, 我们现介绍一种方法. 设
f(z) = 1

(z − 1)(z − 2)(z + 2)
= a

z − 1
+ b

z − 2
+ c

z + 2
,

a = 1
2πi

∮
|z−1|=0.1

f(z) dz = 1
(z − 2)(z + 2)

∣∣∣
z=1

= −1
3
.

类似可得 b = 1
4
, c = 1

12
.
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典型例题: 泰勒展开的计算 非考试内容

对于分母有重根的情形, 例如

f(z) = 1
(z − 1)2(z − 2)3 = a

z − 1
+ b

(z − 1)2 + c

z − 2
+ d

(z − 2)2 + e

(z − 2)3 ,

a = 1
2πi

∮
|z−1|=0.1

f(z) dz =
( 1

(z − 2)3

)′ ∣∣∣
z=1

= −3,

b = 1
2πi

∮
|z−1|=0.1

(z − 1)f(z) dz = 1
(z − 2)3

∣∣∣
z=1

= −1.

类似可得 c = 3, d = −2, e = 1, 只是我们需要计算高阶导数. 因此

f(z) =
∞∑

n=0

(
3 − (n+ 1) +

−3
2 − 1

2(n+ 1) − 1
8(n+ 2)(n+ 1)

2n

)
zn, |z| < 1.
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第四节 洛朗级数
双边幂级数

洛朗展开的形式

洛朗展开的计算方法



双边幂级数

如果解析函数 f(z) 在 z0 处解析, 那么在 z0 处可以展开成泰勒级数. 如果 f(z) 在
z0 处不解析呢? 此时 f(z) 一定不能展开成 z − z0 的幂级数, 然而它却可能可以展开
为双边幂级数

∞∑
n=−∞

cn(z − z0)n =
∞∑

n=1
c−n(z − z0)−n

︸ ︷︷ ︸
负幂次部分

+
∞∑

n=0
cn(z − z0)n

︸ ︷︷ ︸
非负幂次部分

.

例如
1

z2(1 − z)
= 1
z2 + 1

z
+ 1 + z + z2 + · · · , 0 < |z| < 1.
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双边幂级数的敛散性

为了保证双边幂级数的收敛范围有一个好的性质以便于我们使用, 我们对它的敛
散性作如下定义:

定义
如果双边幂级数的非负幂次部分和负幂次部分作为函数项级数都收敛, 则我们称这
个双边幂级数收敛. 否则我们称之为发散.

注意双边幂级数的敛散性不能像幂级数那样通过部分和形成的数列的极限来定义,
因为使用不同的部分和选取方式会影响到极限的数值.
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双边幂级数的收敛域

设
∞∑

n=0
cn(z − z0)n 的收敛半径为 R2, 则它在 |z − z0| < R2 内收敛, 在

|z − z0| > R2 内发散.
对于负幂次部分, 令 ζ = 1

z−z0
, 那么负幂次部分是 ζ 的一个幂级数

∞∑
n=1

c−nζ
n. 设

该幂级数的收敛半径为 R, 则它在 |ζ| < R 内收敛, 在 |ζ| > R 内发散. 设 R1 := 1
R , 则

∞∑
n=1

c−n(z − z0)−n 在 |z − z0| > R1 内收敛, 在 |z − z0| < R1 内发散.

(1) 如果 R1 > R2, 则该双边幂级数处处不收敛.
(2) 如果 R1 = R2, 则该双边幂级数只在圆周 |z − z0| = R1 上可能有收敛的点. 此时
没有收敛域.

(3) 如果 R1 < R2, 则该双边幂级数在 R1 < |z − z0| < R2 内收敛, 在 |z − z0| < R1 或
> R2 内发散, 在圆周 |z − z0| = R1 或 R2 上既可能发散也可能收敛.
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双边幂级数的收敛域

因此双边幂级数的收敛域为圆环域 R1 < |z − z0| < R2.
当 R1 = 0 或 R2 = +∞ 时, 圆环域的形状会有所不同.

R2z0

0 < |z − z0| < R2

R1

z0

R1 < |z − z0| < +∞

z0

0 < |z − z0| < +∞

双边幂级数的非负幂次部分和负幂次部分在收敛圆环域内都收敛, 因此它们的和
函数都解析 (ζ = 1

z − z0
关于 z 解析), 且可以逐项求导、逐项积分. 从而双边幂级数的

和函数也是解析的, 且可以逐项求导、逐项积分.
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例题: 双边幂级数的收敛域

例

求双边幂级数
∞∑

n=1

2n

zn
+

∞∑
n=0

zn

(2 + i)n
的收敛域与和函数.

解

非负幂次部分收敛域为 |z| < |2 + i| =
√

5, 负幂次部分收敛域为 |z| > |2| = 2. 因此
该双边幂级数的收敛域为 2 < |z| <

√
5. 此时

∞∑
n=1

2n

zn
+

∞∑
n=0

zn

(2 + i)n
=

2
z

1 − 2
z

+ 1
1 − z

2 + i

= −iz
(z − 2)(z − 2 − i)

.
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洛朗级数

反过来, 在圆环域内解析的函数也一定能展开为双边幂级数, 被称为洛朗级数.
例如 f(z) = 1

z(1 − z)
在 z = 0, 1 以外解析. 在圆环域 0 < |z| < 1 内,

f(z) = 1
z

+ 1
1 − z

= 1
z

+ 1 + z + z2 + z3 + · · ·

在圆环域 1 < |z| < +∞ 内,

f(z) = 1
z

− 1
z

· 1

1 − 1
z

= − 1
z2 − 1

z3 − 1
z4 − · · ·
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洛朗级数的形式

现在我们来证明洛朗级数的存在性并得到洛朗展开式. 设 f(z) 在圆环域
R1 < |z − z0| < R2 内解析. 设

K1 : |z − z0| = r, K2 : |z − z0| = R, R1 < r < R < R2.

是该圆环域内的两个圆周. 对于 r < |z − z0| < R, 由柯西积分公式,

f(z) = 1
2πi

∮
K2

f(ζ)
ζ − z

dζ − 1
2πi

∮
K1

f(ζ)
ζ − z

dζ.

ζ
R

r

z0

K1

K2z
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洛朗级数

和泰勒级数的推导类似,

1
2πi

∮
K2

f(ζ)
ζ − z

dζ =
∞∑

n=0

[ 1
2πi

∮
K2

f(ζ) dζ
(ζ − z0)n+1

]
(z − z0)n

可以表达为幂级数的形式. 对于 ζ ∈ K1, 由
∣∣∣∣ζ − z0
z − z0

∣∣∣∣ < 1 可得

− 1
ζ − z

= 1
z − z0

· 1

1 − ζ − z0
z − z0

=
∞∑

n=1

(z − z0)−n

(ζ − z0)−n+1 ,

− 1
2πi

∮
K1

f(ζ)
ζ − z

dζ = 1
2πi

∮
K1
f(ζ)

∞∑
n=1

(z − z0)−n

(ζ − z0)−n+1 dζ.
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洛朗级数的形式

令

RN (z) = 1
2πi

∮
K1
f(ζ)

∞∑
n=N

(z − z0)−n

(ζ − z0)−n+1 dζ

= 1
2πi

∮
K1

f(ζ)
z − ζ

·
(
ζ − z0
z − z0

)N−1
dζ.

由于 f(ζ) 在 D ⊇ K1 上解析, 从而在 K1 上连续且有界. 设 |f(ζ)| ⩽M, ζ ∈ K1, 那么

|RN (z)| ⩽ 1
2π

∮
K1

∣∣∣∣∣ f(ζ)
z − ζ

·
(
ζ − z0
z − z0

)N−1
∣∣∣∣∣ ds

⩽ 1
2π

· M

|z − z0| − r
·
∣∣∣∣ζ − z0
z − z0

∣∣∣∣N−1
· 2πr → 0 (N → ∞).
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洛朗级数的形式

故

f(z) =
∞∑

n=0

[ 1
2πi

∮
K2

f(ζ) dζ
(ζ − z0)n+1

]
(z − z0)n

+
∞∑

n=1

[ 1
2πi

∮
K1

f(ζ) dζ
(ζ − z0)−n+1

]
(z − z0)−n,

其中 r < |z − z0| < R. 由复合闭路定理, K1,K2 可以换成任意一条在圆环域内绕 z0 的
闭路 C. 从而我们得到 f(z) 在以 z0 为圆心的圆环域的洛朗展开

f(z) =
∞∑

n=−∞

[ 1
2πi

∮
C

f(ζ) dζ
(ζ − z0)n+1

]
(z − z0)n,

其中 R1 < |z − z0| < R2.
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洛朗展开的唯一性

我们称 f(z) 洛朗展开的非负幂次部分为它的解析部分, 负幂次部分为它的主要部
分.
设在圆环域 R1 < |z − z0| < R2 内的解析函数 f(z) 可以表达为双边幂级数

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − z0)n,

则逐项积分得到∮
C

f(ζ) dζ
(ζ − z0)n+1 =

∞∑
k=−∞

ck

∮
C

(ζ − z0)k−n−1 dζ = 2πicn.

因此 f(z) 在圆环域内的双边幂级数展开是唯一的, 它就是洛朗级数.
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典型例题: 求洛朗级数

例

将 f(z) = ez − 1
z2 展开为以 0 为中心的洛朗级数.

由洛朗级数的唯一性, 我们可以从 ez 的泰勒展开通过代数运算来得到洛朗级数.
这种做法比直接计算积分更简便. 因此我们一般不用直接法, 而是用双边幂级数的
代数、求导、求积分运算来得到洛朗级数.

解

ez − 1
z2 = 1

z2

(
z + z2

2!
+ z3

3!
+ · · ·

)
= 1
z

+
∞∑

n=0

1
(n+ 2)!

zn,

其中 0 < |z| < +∞.
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典型例题: 求洛朗展开

例

在下列圆环域中把 f(z) = 1
(z − 1)(z − 2)

展开为洛朗级数.

(1) 0 < |z| < 1, (2) 1 < |z| < 2, (3) 2 < |z| < +∞.

解
由于 f(z) 的奇点为 z = 1, 2, 因此在这些圆环域内 f(z) 都可以展开为洛朗级数. 注
意到

f(z) = 1
z − 2

− 1
z − 1

,

因此我们可以根据 |z| 的范围来将其展开成等比级数.
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典型例题: 求洛朗展开

续解

(1) 由于 |z| < 1,
∣∣∣∣z2
∣∣∣∣ < 1, 因此

f(z) = − 1
2 − z

+ 1
1 − z

= −1
2

· 1
1 − z

2
+ 1

1 − z

= −1
2

∞∑
n=0

(
z

2

)n

+
∞∑

n=0
zn =

∞∑
n=0

(
1 − 1

2n+1

)
zn

= 1
2

+ 3
4
z + 7

8
z2 + · · ·
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典型例题: 求洛朗展开

续解

(2) 由于
∣∣∣∣1z
∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣z2
∣∣∣∣ < 1, 因此

f(z) = 1
1 − z

− 1
2 − z

= −1
z

· 1

1 − 1
z

− 1
2

· 1
1 − z

2

= −1
z

∞∑
n=0

(1
z

)n

− 1
2

∞∑
n=0

(
z

2

)n

= −
∞∑

n=1

1
zn

−
∞∑

n=0

1
2n+1 z

n

= · · · − 1
z2 − 1

z
− 1

2
− 1

4
z − 1

8
z2 − · · ·
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典型例题: 求洛朗展开

续解

(3) 由于
∣∣∣∣1z
∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣2z
∣∣∣∣ < 1, 因此

f(z) = 1
1 − z

− 1
2 − z

= −1
z

· 1

1 − 1
z

+ 1
z

· 1

1 − 2
z

= −1
z

∞∑
n=0

(1
z

)n

+ 1
z

∞∑
n=0

(2
z

)n

=
∞∑

n=0

2n − 1
zn+1

= 1
z2 + 3

z3 + 7
z4 + · · ·
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洛朗级数的特点 非考试内容

洛朗展开的一些特点可以帮助我们检验计算的正确性.
• 若 f(z) 在 |z − z0| < R2 内解析, 则 f(z) 可以展开为泰勒级数. 由唯一性可知泰
勒级数等于洛朗级数, 因此此时洛朗展开一定没有负幂次项.

• 若 f(z) 在圆周 |z − z0| = R1, R2 > 0 上有奇点, 则在圆环域 R1 < |z − z0| < R2
上的洛朗展开一定有无穷多负幂次和无穷多正幂次项.

• 有理函数在 0 < |z − z0| < r 洛朗展开最多只有有限多负幂次项, 在
R < |z − z0| < +∞ 洛朗展开最多只有有限多正幂次项.
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洛朗级数的特点 非考试内容

如果有理函数 f(z) 在圆环域 r < |z| < R 内解析, 那么它的洛朗展开一定形如

f(z) = P (z) +
∑
n⩾0

anz
n +

∑
n<0

bnz
n,

其中 P (z) 只有有限多项, an 是形如 p(n)λ−n 的线性组合, |λ| ⩾ R 是奇点, deg p+ 1
是 λ 在 f(z) 出现的重数; 而 bn 则是 |λ| ⩽ r 的那个奇点对应的组合.

不仅如此, 在不同的圆环域不同圆环域上的洛朗展开形式地相减, 系数会有共同的
通项形式.
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洛朗级数的特点 非考试内容

例如在 0 < |z| < 1 内,

f(z) = 120
(z − 1)(z2 − 4)(z2 − 9)

=
∑
n⩾0

(
−5 + 2

(−2)n+1 + 6
2n+1 − 1

(−3)n+1 − 2
3n+1

)
zn.

那么在 2 < |z| < 3 内洛朗展开的系数就是上面的每个系数 (不论正负 n) 减去一个共
同形式的项, 使得其非负幂次通项对应那些奇点 |λ| ⩾ 3, 而负幂次通项对应那些奇点
|λ| ⩽ 2. 故

f(z) =
∑
n⩾0

(
− 1

(−3)n+1 − 2
3n+1

)
zn +

∑
n⩽−1

(
5 − 2

(−2)n+1 − 6
2n+1

)
zn.

其证明可见复变函数在不同圆环域内洛朗展开的联系一文.
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典型例题: 求洛朗展开

例

(2022 年 A 卷) 将函数 f(z) = z + 1
(z − 1)2 在圆环域 0 < |z| < 1 内展开成洛朗级数.

解

f(z) = z − 1 + 2
(z − 1)2 = 1

z − 1
+ 2

(z − 1)2 = − 1
1 − z

+ 2
( 1

1 − z

)′

因此当 0 < |z| < 1 时,

f(z) = −
∞∑

n=0
zn + 2

( ∞∑
n=0

zn

)′

= −
∞∑

n=0
zn + 2

∞∑
n=1

nzn−1 =
∞∑

n=0
(2n+ 1)zn.
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典型例题: 求洛朗展开

练习

(2022 年 A 卷) 将函数 f(z) = z + 1
(z − 1)2 在圆环域 1 < |z| < +∞ 内展开成洛朗级数.

答案

f(z) =
∞∑

n=1

2n− 1
zn

.

利用幂函数的泰勒展开可以得到
1

(1 − λz)k
= −

∑
n<0

(n+ k − 1) · · · (n+ 2)(n+ 1)zn, |z| > 1
|λ|
.

实际上求和范围可以改成 n ⩽ −k.
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例题: 洛朗展开的应用

注意到当 n = −1 时, 洛朗级数的系数

c−1 = 1
2πi

∮
C
f(ζ) dζ,

因此洛朗展开可以用来帮助计算函数的积分, 这便引出了留数的概念.
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例题: 洛朗展开的应用

例

求
∮

|z|=3

1
z(z + 1)2 dz.

解
注意到闭路 |z| = 3 落在 1 < |z + 1| < +∞ 内. 我们在这个圆环域内求 f(z) =

1
z(z + 1)2 的洛朗展开.

f(z) = 1
z(z + 1)2 = 1

(z + 1)3 · 1

1 − 1
z + 1

= 1
(z + 1)3

∞∑
n=0

1
(z + 1)n

=
∞∑

n=0

1
(z + 1)n+3

故
∮

C
f(z) dz = 2πic−1 = 0.
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例题: 洛朗展开的应用

例

求
∮

|z|=1

z

sin z2 dz.

解

注意到闭路 |z| = 1 落在 0 < |z| <
√
π 内. 我们在这个圆环域内求 f(z) = z

sin z2 的

洛朗展开.
f(z) = z

sin z2 = z

z2 − z6

3!
+ z10

5!
+ · · ·

= 1
z

+ z3

6
+ · · ·

故
∮

C
f(z) dz = 2πic−1 = 2πi.
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第五章 留数
1 孤立奇点

2 留数

3 留数在定积分的应用 *



第一节 孤立奇点
孤立奇点的类型

零点与极点

函数在 ∞ 的性态



孤立奇点

我们先根据奇点附近洛朗展开的形式来对其进行分类, 以便于分类计算留数.

例

考虑函数 f(z) = 1
sin(1/z)

, 显然 0, zk = 1
kπ
是奇点, k 是非零整数. 因为 lim

k→+∞
zk =

0, 所以 0 的任何一个去心邻域内都有奇点. 此时无法选取一个圆环域 0 < |z| < δ 作
f(z) 的洛朗展开, 因此我们不考虑这类奇点.

0
z1

z2

z3

z4

zk
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孤立奇点的定义

定义
如果 z0 是 f(z) 的一个奇点, 且 z0 的某个邻域内没有其它奇点, 则称 z0 是 f(z) 的
一个孤立奇点.

例

• z = 0 是 e
1
z ,

sin z
z
的孤立奇点.

• z = −1 是 1
z(z + 1)

的孤立奇点.

• z = 0 不是 1
sin(1/z)

的孤立奇点.

若 f(z) 只有有限多个奇点, 则这些奇点都是孤立奇点.
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孤立奇点的分类

如果 f(z) 在孤立奇点 z0 的去心邻域 0 < |z − z0| < δ 内解析, 则可以作 f(z) 的洛
朗展开. 根据该洛朗级数主要部分的项数, 我们可以将孤立奇点分为三种:

孤立奇点类型 洛朗级数特点 lim
z→z0

f(z)

可去奇点 没有主要部分 存在且有限
主要部分只有有限项非零

m 阶极点
最低次为 −m 次

∞

本性奇点 主要部分有无限项非零 不存在且不为 ∞
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可去奇点的定义

定义
若 f(z) 在孤立奇点 z0 的去心邻域的洛朗级数没有主要部分, 即

f(z) = c0 + c1(z − z0) + c2(z − z0)2 + · · · , 0 < |z − z0| < δ,

是幂级数, 则称 z0 是 f(z) 的可去奇点.

设 g(z) 为右侧幂级数的和函数, 则 g(z) 在 |z − z0| < δ 上解析, 且除 z0 外
f(z) = g(z). 通过补充或修改定义 f(z0) = g(z0) = c0, 可使得 f(z) 也在 z0 解析. 这就
是 ‘‘可去’’ 的含义.

定理
z0 是 f(z) 的可去奇点 ⇐⇒ lim

z→z0
f(z) 存在且有限

⇐⇒ lim
z→z0

(z − z0)f(z) = 0.
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例题: 可去奇点

例

f(z) = sin z
z

= 1 − z2

3!
+ z4

5!
+ · · ·

没有负幂次项, 因此 0 是可去奇点.
也可以从 lim

z→0
zf(z) = sin 0 = 0 看出.

例

f(z) = ez − 1
z

= 1 + z

2!
+ z2

3!
+ · · ·

没有负幂次项, 因此 0 是可去奇点.
也可以从 lim

z→0
zf(z) = e0 − 1 = 0 看出.
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本性奇点的定义

定义
若 f(z) 在孤立奇点 z0 的去心邻域的洛朗级数主要部分有无限多项非零, 则称 z0 是
f(z) 的本性奇点.

例

由于 e
1
z = 1 + 1

z
+ 1

2z2 + · · · , 因此 0 是本性奇点.

定理
z0 是 f(z) 的本性奇点 ⇐⇒ lim

z→z0
f(z) 不存在也不是 ∞.

事实上我们有皮卡大定理: 对于本性奇点 z0 的任何一个去心邻域, f(z) 的像取遍
所有复数, 至多有一个取不到.
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极点的定义

可去奇点的性质比较简单, 而本性奇点的性质又较为复杂, 因此我们主要关心的是
极点的情形.

定义
如果 f(z) 在孤立奇点 z0 的去心邻域的洛朗级数主要部分只有有限多项非零, 即

f(z) = c−m

(z − z0)m
+ · · · + c0 + c1(z − z0) + · · · , 0 < |z − z0| < δ,

其中 c−m ̸= 0,m ⩾ 1, 则称 z0 是 f(z) 的 m 阶极点或 m 级极点.
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极点的定义

令
g(z) = c−m + c−m+1(z − z0) + c−m+2(z − z0)2 + · · · ,

则 g(z) 在 z0 解析且非零, 且

f(z) = g(z)
(z − z0)m

, 0 < |z − z0| < δ.

定理
(1) z0 是 f(z) 的 m 阶极点 ⇐⇒ lim

z→z0
(z − z0)mf(z) 存在且非零.

(2) z0 是 f(z) 的极点 ⇐⇒ lim
z→z0

f(z) = ∞.
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典型例题: 函数的极点

例

f(z) = 3z + 2
z2(z + 2)

, 由于 lim
z→0

z2f(z) = 1, 因此 0 是二阶极点. 同理 −2 是一阶极点.

练习

求 f(z) = 1
z3 − z2 − z + 1

的奇点, 并指出极点的阶.

答案
−1 是一阶极点, 1 是二阶极点.

复变函数与积分变换 ▶第五章 留数 ▶ 1 孤立奇点 ▶A 孤立奇点的类型 293 / 389



函数的零点

我们来研究极点与零点的联系, 并给出极点的阶的计算方法.

定义
如果 f(z) 在解析点 z0 处的泰勒级数最低次项幂次是 m ⩾ 1, 即

f(z) = cm(z − z0)m + cm+1(z − z0)m+1 + · · · , 0 < |z − z0| < δ,

其中 cm ̸= 0, 则称 z0 是 f(z) 的 m 阶零点.

此时 f(z) = (z − z0)mg(z), g(z) 在 z0 解析且 g(z0) ̸= 0.

定理
设 f(z) 在 z0 解析. z0 是 m 阶零点当且仅当

f(z0) = f ′(z0) = · · · = f (m−1)(z0) = 0, f (m)(z0) ̸= 0.
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例题: 函数的零点

例
f(z) = z(z − 1)3 有一阶零点 0 和三阶零点 1.

例
f(z) = sin z − z. 由于

f(z) = z3

3!
− z5

5!
+ · · ·

因此 0 是三阶零点.
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零点的孤立性 非考试内容

定理
非零的解析函数的零点总是孤立的.

证明
设 f(z) 是区域 D 上的非零解析函数, z0 ∈ D 是 f(z) 的一个零点. 由于 f(z) 不
恒为零, 因此存在 m ⩾ 1 使得在 z0 的一个邻域内 f(z) = (z − z0)mg(z), g(z) 在 z0
处解析且非零.
对于 ε = 1

2
|g(z0)|, 存在 δ > 0 使得当 z ∈

◦
U(z0, δ) ⊆ D 时, |g(z) − g(z0)| < ε. 从

而 g(z) ̸= 0, f(z) ̸= 0.

由此可知, 一旦我们知道了解析函数在一串有极限的数列上的值, 这个解析函数本
身就被唯一决定了.
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函数的零点, 极点和阶

为了统一地研究零点和极点, 我们引入下述记号. 设 z0 是 f(z) 的可去奇点、极点
或解析点. 记 ord(f, z0) 为 f(z) 在 z0 的洛朗展开的最低次项幂次.

不难看出,
(1) 如果 ord(f, z0) ⩾ 0, 则 z0 是可去奇点或解析点.
(2) 如果 ord(f, z0) = m > 0, 则 z0 是可去奇点或 m 阶零点.
(3) 如果 ord(f, z0) = −m < 0, 则 z0 是 m 阶极点.

可去奇点和极点判定方法
如果 ord(f, z0) = m, ord(g, z0) = n, 那么

ord
(
f

g
, z0

)
= m− n, ord(fg, z0) = m+ n.
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函数的零点, 极点和阶

证明
设 f0(z) 为幂级数 (z − z0)−mf(z) 的和函数, g0(z) 为幂级数 (z − z0)−ng(z) 的和
函数, 则 f0(z), g0(z) 在 z0 解析且非零.

因此
f0(z)
g0(z)

, f0(z)g0(z) 在 z0 解析且非零. 由

f(z)
g(z)

= (z − z0)m−n f0(z)
g0(z)

, f(z)g(z) = (z − z0)m+nf0(z)g0(z)

可知命题成立.
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函数的零点, 极点和阶

推论
设 z0 是 f(z) 的 m 阶零点, 是 g(z) 的 n 阶零点.

(1) 若 m ⩾ n, 则 z0 是 f(z)
g(z)

的可去奇点.

(2) 若 m < n 时, 则 z0 是 f(z)
g(z)

的 n−m 阶极点.
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典型例题: 函数的极点

例

单选题: (2021 年 B 卷) z = 0 是函数 f(z) = ez − 1
z2 的 ( A ) 阶极点.

(A) 1 (B) 2 (C) 3 (D) 4

解

由于 ez − 1 = z + z2

2!
+ · · · , 所以 0 是 ez − 1 的一阶零点.

因此 ord(f, 0) = 1 − 2 = −1, 0 是一阶极点.
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典型例题: 函数的极点

例

z = 0 是 f(z) = (ez − 1)3z2

sin z7 的几阶极点?

解
由于 (sin z)′(0) = cos 0 = 1, 所以 0 是 sin z 的一阶零点.
因此 ord(f, 0) = 3 + 2 − 7 = −2, 0 是二阶极点.

练习

求 f(z) = (z − 5) sin z
(z − 1)2z2(z + 1)3 的奇点.

答案
1 是二阶极点, 0 是一阶极点, −1 是三阶极点.
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函数在 ∞ 的性态

当我们把复平面扩充成闭复平面后, 从几何上看它变成了一个球面. 这样的一个球
面是一种封闭的曲面, 它具有某些整体性质.

当我们需要计算一个闭路上函数的积分的时候, 我们需要研究闭路内部每一个奇
点处的洛朗展开, 从而得到相应的小闭路上的积分. 如果在这个闭路内部的奇点比较
多, 而外部的奇点比较少时, 这样计算就不太方便. 此时如果通过变量替换 z = 1

t
, 转而

研究闭路外部奇点处的洛朗展开,便可减少所需考虑的奇点个数, 从而降低所需的计算
量. 因此我们需要研究函数在 ∞ 的性态.
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函数在 ∞ 的性态

定义
如果函数 f(z) 在 ∞ 的去心邻域 R < |z| < +∞ 内没有奇点, 则称 ∞ 是 f(z) 的孤
立奇点.

设 g(t) = f

(1
t

)
, 则研究 f(z) 在 ∞ 的性质可以转为研究 g(t) 在 0 的性质. g(t)

在圆环域 0 < |t| < 1
R
上解析, 0 是它的孤立奇点.

定义
如果 0 是 g(t) 的可去奇点 (m 阶极点、本性奇点), 则称 ∞ 是 f(z) 的可去奇点 (m
阶极点、本性奇点).
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函数在 ∞ 的性态

设 f(z) 在圆环域 R < |z| < +∞ 的洛朗展开为
f(z) = · · · + c−2

z2 + c−1
z

+ c0 + c1z + c2z
2 + · · ·

则 g(t) 在圆环域 0 < |t| < 1
R
的洛朗展开为

g(t) = · · · + c2
t2

+ c1
t

+ c0 + c−1t+ c−2t
2 + · · ·

∞ 类型 洛朗级数特点 lim
z→∞

f(z)

可去奇点 没有正幂次部分 存在且有限
正幂次部分只有有限项非零

m 阶极点 最高次为 m 次 ∞

本性奇点 正幂次部分有无限项非零 不存在且不为 ∞
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例题: ∞ 的奇点类型

例

f(z) = z

z + 1
. 由 lim

z→∞
f(z) = 1 可知 ∞ 是可去奇点. 事实上此时 f(z) 在 1 < |z| <

+∞ 内的洛朗展开为

f(z) = 1

1 + 1
z

= 1 − 1
z

+ 1
z2 − 1

z3 + · · ·

例

函数 f(z) = z2 + 1
z
含有正次幂项且最高次为 2, 因此 ∞ 是 2 阶极点.
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例题: ∞ 的奇点类型

例
设 p(z) 是 n ⩾ 1 次多项式, 则 ∞ 是 p(z) 的 n 阶极点.

例
函数

sin z = z − z3

3!
+ z5

5!
− z7

7!
+ · · ·

含有无限多正次幂项, 因此 ∞ 是本性奇点.
事实上, 如果函数 f(z) 在复平面上处处解析, 且 f(z) 不是多项式, 则 ∞ 是它的本
性奇点.
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典型例题: 奇点的类型

例

函数 f(z) = (z2 − 1)(z − 2)3

(sin πz)3 在扩充复平面内有哪些什么类型的奇点, 并指出极点
的阶.

解
• 整数 z = k ̸= ±1, 2 是 sin πz 的一阶零点, 因此是 f(z) 的三阶极点.
• z = ±1 是 z2 − 1 的一阶零点, 因此是 f(z) 的二阶极点.
• z = 2 是 (z − 2)3 的三阶零点, 因此是 f(z) 的可去奇点.
• 由于奇点 1, 2, 3, · · · → ∞, 因此 ∞ 不是孤立奇点.
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典型例题: 奇点的类型

练习

函数 f(z) = z2 + 4π2

z3(ez − 1)
在扩充复平面内有哪些什么类型的奇点, 并指出极点的阶.

答案
• z = 2kπi 是一阶极点, k ̸= 0,±1.
• z = 0 是四阶极点.
• z = ±2πi 是可去奇点.
• z = ∞ 不是孤立奇点.
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例题: 证明复数域是代数封闭的 非考试内容

例
证明非常数复系数多项式 p(z) 总有复零点.

证明

假设多项式 p(z) 没有复零点, 那么 f(z) = 1
p(z)

在复平面上处处解析, 从而 f(z)

在 0 处可以展开为幂级数.
由于 ∞ 是 p(z) 的极点, lim

z→∞
p(z) = ∞. 因此 lim

z→∞
f(z) = 0, ∞ 是 f(z) 的可去奇

点. 这意味着 f(z) 在 0 处的洛朗展开没有正幂次项. 二者结合可知 f(z) 只能是常
数, 矛盾!

设 z1 是 n 次多项式 p(z) 的零点, 则 p(z)
z − z1

是 n− 1 次多项式. 归纳可知, p(z) 可
以分解为 p(z) = (z − z1) · · · (z − zn).
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第二节 留数
留数定理

留数的计算方法

在 ∞ 的留数 *



留数

定义
设 z0 为 f(z) 的孤立奇点, f(z) 在它的某个去心邻域内的洛朗展开为

f(z) = · · · + c−1
z − z0

+ c0 + c1(z − z0) + · · · .

称

Res[f(z), z0] := c−1 = 1
2πi

∮
C
f(z) dz

为函数 f(z) 在 z0 的留数, 其中 C 为该去心邻域中绕 z0 的一条闭路.

可以看出, 知道留数之后可以用来计算积分.
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留数定理

留数定理
若 f(z) 在闭路 C 上解析, 在 C 内部的奇点为 z1, z2, . . . , zn, 则∮

C
f(z) dz = 2πi

n∑
k=1

Res[f(z), zk].

证明

CC1

C2

C3
z1

z2
z3

由复闭路定理, ∮
C
f(z) dz =

n∑
k=1

∮
Ck

f(z) dz = 2πi
n∑

k=1
Res[f(z), zk].
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可去奇点的留数

若 z0 为 f(z) 的可去奇点, 则显然 Res[f(z), z0] = 0.

例

f(z) = z3(ez − 1)2

sin z4 . 由于 ord(f, 0) = 3 + 2 − 4 = 1, z = 0 是 f(z) 的可去奇点, 因此

Res[f(z), 0] = 0.
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本性奇点的留数

若 z0 为 f(z) 的本性奇点, 一般只能从定义计算.

例

f(z) = z4 sin 1
z

. 由于

f(z) = z4
∞∑

n=0
(−1)n z−2n−1

(2n+ 1)!
= z3 − z

3!
+ 1

5!z
+ · · ·

因此
Res[f(z), 0] = 1

120
.
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极点的留数计算方法

设 z0 为 f(z) 的极点.

极点留数计算公式 I
如果 z0 是 ⩽ m 阶极点或可去奇点, 那么

Res[f(z), z0] = 1
(m− 1)!

lim
z→z0

dm−1

dzm−1 [(z − z0)mf(z)].

极点留数计算公式 II
如果 z0 是一阶极点或可去奇点, 那么

Res[f(z), z0] = lim
z→z0

(z − z0)f(z).
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极点的留数计算方法

证明
设

f(z) = c−m(z − z0)−m + · · · + c−1(z − z0)−1 + c0 + · · · ,
g(z) = c−m + · · · + c−1(z − z0)m−1 + c0(z − z0)m + · · · ,

则 g(z) = (z − z0)mf(z). 由泰勒展开系数与函数导数的关系可知

Res[f(z), z0] = c−1 = 1
(m− 1)!

g(m−1)(z0).

复变函数与积分变换 ▶第五章 留数 ▶ 2 留数 ▶B 留数的计算方法 315 / 389



典型例题: 留数的计算

例

求 Res
[
ez

zn
, 0
]
.

解
显然 0 是 n 阶极点,

Res
[
ez

zn
, 0
]

= 1
(n− 1)!

lim
z→0

(ez)(n−1)

= 1
(n− 1)!

lim
z→0

ez = 1
(n− 1)!

.
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典型例题: 留数的计算

例

求 Res
[
z − sin z

z6 , 0
]
.

解

因为 z = 0 是 z − sin z 的三阶零点, 所以是 z − sin z
z6 的三阶极点. 如果用公式

Res
[
z − sin z

z6 , 0
]

= 1
2!

lim
z→0

(
z − sin z

z3

)′′

计算会很繁琐.

Res
[
z − sin z

z6 , 0
]

= 1
5!

lim
z→0

(z − sin z)(5)

= 1
5!

lim
z→0

(− cos z) = − 1
120

.
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典型例题: 留数的计算

练习

求 Res
[
ez − 1
z5 , 0

]
=

1
24 .
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留数的计算方法

极点留数计算公式 III
设 P (z), Q(z) 在 z0 解析且 z0 是 Q 的一阶零点, 则

Res
[
P (z)
Q(z)

, z0

]
= P (z0)
Q′(z0)

.

证明

不难看出 z0 是 f(z) = P (z)
Q(z)

的一阶极点或可去奇点. 因此

Res[f(z), z0] = lim
z→z0

(z − z0)f(z)

= lim
z→z0

P (z)
Q(z) −Q(z0)

z − z0

= P (z0)

lim
z→z0

Q(z) −Q(z0)
z − z0

= P (z0)
Q′(z0)

.
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典型例题: 留数的计算

例

求 Res
[

z

z8 − 1
,
1 + i√

2

]
.

解

由于 z = 1 + i√
2
是分母的 1 阶零点, 因此

Res
[

z

z8 − 1
,
1 + i√

2

]
= z

(z8 − 1)′

∣∣∣
z= 1+i√

2

= z

8z7

∣∣∣
z= 1+i√

2

= i

8
.
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例题: 留数的应用

例

计算积分
∮

|z|=2

ez

z(z − 1)2 dz.

解

f(z) = ez

z(z − 1)2 在 |z| < 2 内有奇点 z = 0, 1.

Res[f(z), 0] = lim
z→0

ez

(z − 1)2 = 1,

Res[f(z), 1] = lim
z→1

(
ez

z

)′
= lim

z→1

ez(z − 1)
z2 = 0,

∮
|z|=2

ez

z(z − 1)2 dz = 2πi
[
Res[f(z), 0] + Res[f(z), 1]

]
= 2πi.
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在 ∞ 的留数 非考试内容

定义
设 ∞ 为 f(z) 的孤立奇点, f(z) 在某个 R < |z| < +∞ 内的洛朗展开为

f(z) = · · · + c−1z
−1 + c0 + c1z + · · ·

称

Res[f(z),∞] := −c−1 = 1
2πi

∮
C−

f(z) dz

为函数 f(z) 在 ∞ 的留数, 其中 C 为该圆环域中绕 0 的一条闭路.

由于
f

(1
z

) 1
z2 = · · · + c1

z3 + c0
z2 + c−1

z
+ c−2 + · · ·

因此 Res[f(z),∞] = −Res
[
f

(1
z

) 1
z2 , 0

]
.
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留数之和为 0 非考试内容

需要注意的是, 和普通复数不同, 即便 ∞ 是可去奇点, 也不意味着
Res[f(z),∞] = 0.

定理
如果 f(z) 只有有限个奇点, 那么 f(z) 在扩充复平面内各奇点处的留数之和为 0.

证明
设闭路 C 内部包含除 ∞ 外所有奇点 z1, . . . , zn. 由留数定理

−2πiRes[f(z),∞] =
∮

C
f(z) dz = 2πi

n∑
k=1

Res[f(z), zk].

故
n∑

k=1
Res[f(z), zk] + Res[f(z),∞] = 0.
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例题: 留数的应用 非考试内容

例

求
∮

|z|=2
f(z) dz, 其中 f(z) = sin(1/z)

(z + i)10(z − 1)(z − 3)
.

解
f(z) 在 |z| > 2 内只有奇点 3,∞.

Res[f(z), 3] = lim
z→3

(z − 3)f(z) = 1
2(3 + i)10 sin 1

3
.
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例题: 留数的应用 非考试内容

续解

Res[f(z),∞] = −Res
[
f

(1
z

) 1
z2 , 0

]
= −Res

[
z10 sin z

(1 + iz)10(1 − z)(1 − 3z)
, 0
]

= 0.

∮
|z|=2

f(z) dz = 2πi
[
Res[f(z),−i] + Res[f(z), 1] + Res[f(z), 0]

]
= −2πi

[
Res[f(z), 3] + Res[f(z),∞]

]
= − πi

(3 + i)10 sin 1
3
.
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积分的计算方法汇总

求出 f(z) 的原函数 F (z) 得到
∫

C
f(z) dz = F (b) − F (a)

f(z) 解析
设曲线方程为 z(t), 则
积分 =

∫ b

a
f(z)z′(t) dt

可能需要分段计算

用闭路外的孤立
奇点的留数计算,
最后取负号 *

是闭路 只有孤立奇点 闭路内部和外部
孤立奇点数量

定积分
∫

C
f(z) dz 的计算 用闭路内的孤立

奇点的留数计算

是

是 是

否 否

否

闭路内的少

闭路外的少
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例题: 留数在有理函数分解中的应用

在求有理函数的洛朗展开, 以及之后在求有理函数的拉普拉斯逆变换时, 我们需要
将一个有理函数表达为分母只有一个零点的有理函数之和. 例如:

z − 3
(z + 1)(z − 1)2 = 1

z − 1
− 1

(z − 1)2 − 1
z + 1

.

我们可以用待定系数法计算, 不过有时候使用留数会更为简便.
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例题: 留数在有理函数分解中的应用

解

设 f(z) = z − 3
(z + 1)(z − 1)2 = a

z − 1
+ b

(z − 1)2 + c

z + 1
, 则

a = Res[f(z), 1] =
(
z − 3
z + 1

)′ ∣∣∣
z=1

= 4
(z + 1)2

∣∣∣
z=1

= 1,

b = Res[(z − 1)f(z), 1] = z − 3
z + 1

∣∣∣
z=1

= −1,

c = Res[f(z),−1] = z − 3
(z − 1)2

∣∣∣
z=−1

= −1.

故 f(z) = 1
z − 1

− 1
(z − 1)2 − 1

z + 1
.
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第三节 留数在定积分的应用 *

正弦余弦的有理函数的积分

有理函数的广义积分

有理函数与三角函数之积的广义积分

其它例子



形如
∫ 2π

0
R(cos θ, sin θ) dθ 的积分 非考试内容

本节中我们将对若干种在实变中难以计算的定积分和广义积分使用复变函数和留
数的技巧进行计算. 本节内容不作考试要求.
考虑

∫ 2π

0
R(cos θ, sin θ) dθ, 其中 R 是一个有理函数. 令 z = eiθ, 则 dz = iz dθ,

cos θ = 1
2

(
z + 1

z

)
= z2 + 1

2z
, sin θ = 1

2i

(
z − 1

z

)
= z2 − 1

2iz
,

∫ 2π

0
R(cos θ, sin θ) dθ =

∮
|z|=1

R

(
z2 + 1

2z
,
z2 − 1

2iz

)
1
iz

dz.

由于被积函数是一个有理函数, 它的积分可以由 |z| < 1 内奇点留数得到.
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例题: 第一类积分 非考试内容

例

求
∫ 2π

0

sin2 θ

5 − 3 cos θ
dθ.

解
令 z = eiθ, 则 dz = iz dθ,

cos θ = 1
2

(
z + 1

z

)
= z2 + 1

2z
, sin θ = 1

2i

(
z − 1

z

)
= z2 − 1

2iz
,

∫ 2π

0

sin2 θ

5 − 3 cos θ
dθ =

∮
|z|=1

(z2 − 1)2

−4z2 · 1
5 − 3 z2+1

2z

· dz
iz

= − i

6

∮
|z|=1

(z2 − 1)2

z2(z − 3)(z − 1
3)

dz.
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例题: 留数在定积分上的应用 非考试内容

续解

设 f(z) = (z2 − 1)2

z2(z − 3)(z − 1
3)

, 则

Res[f(z), 0] = 10
3
, Res[f(z), 1

3
] = −8

3
,∫ 2π

0

sin2 θ

5 − 3 cos θ
dθ = − i

6
· 2πi

[
Res[f(z), 0] + Res[f(z), 1

3
]
]

= 2π
9
.
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形如
∫ +∞

−∞
R(x) dx 的积分 非考试内容

考虑
∫ +∞

−∞
R(x) dx, 其中 R(x) 是一个有理函数, 分母比分子至少高 2 次, 且分母

没有实根. 我们先考虑
∫ r

−r
R(x) dx. 设 f(z) = R(z), C = Cr + [−r, r] 如下图所示, 使

得上半平面内 f(z) 的奇点均在 C 内, 则

2πi
∑

Im a>0
Res[f(z), a] =

∮
C
f(z) dz =

∫ r

−r
R(x) dx+

∫
Cr

f(z) dz.

−r r

Cr
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形如
∫ +∞

−∞
R(x) dx 的积分 非考试内容

由于 P (x) 分母次数比分子至少高 2 次, 当 r → +∞ 时,∣∣∣∣∫
Cr

f(z) dz
∣∣∣∣ ⩽ πrmax

|z|=r
|f(z)| = πmax

|z|=r
|zf(z)| → 0.

故 ∫ +∞

−∞
R(x) dx = 2πi

∑
Im a>0

Res[R(z), a].
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例题: 留数在定积分上的应用 非考试内容

例

求
∫ +∞

−∞

dx
(x2 + a2)3 , a > 0.

解

f(z) = 1
(z2 + a2)3 在上半平面内的奇点为 ai.

Res[f(z), ai] = 1
2!

lim
z→ai

[ 1
(z + ai)3

]′′

= 1
2

lim
z→ai

12
(z + ai)5 = 3

16a5i
,

故 ∫ +∞

−∞

dx
(x2 + a2)3 = 2πiRes[f(z), ai] = 3π

8a5 .
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形如
∫ +∞

−∞
R(x) cos λx dx,

∫ +∞

−∞
R(x) sin λx dx 的积分 非考试内容

考虑
∫ +∞

−∞
R(x) cosλx dx,

∫ +∞

−∞
R(x) sinλx dx, 其中 R(x) 是一个有理函数, 分母

比分子至少高 2 次, 且分母没有实根. 和前一种情形类似, 我们有∫ +∞

−∞
R(x)eiλx dx = 2πi

∑
Im a>0

Res[R(z)eiλz, a],

因此所求积分分别为它的实部和虚部.
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例题: 留数在定积分上的应用 非考试内容

例

求
∫ +∞

−∞

cosx dx
(x2 + a2)2 , a > 0.

解

f(z) = eiz

(z2 + a2)2 在上半平面内的奇点为 ai,

Res[f(z), ai] = lim
z→ai

[
eiz

(z + ai)2

]′

= −e−a(a+ 1)i
4a3 .

故
∫ +∞

−∞

eix dx
(x2 + a2)2 = 2πiRes[f(z), ai] = πe−a(a+ 1)

2a3 ,∫ +∞

−∞

cosx dx
(x2 + a2)2 = πe−a(a+ 1)

2a3 .
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例题: 留数在定积分上的应用 非考试内容

最后我们再来看一个例子.
例

求积分 I =
∫ +∞

0

xp

x(x+ 1)
dx, 0 < p < 1.

解

I =
∫ +∞

0

xp

x(x+ 1)
dx 令 x=et

−−−−−→
∫ +∞

−∞

ept

et + 1
dt.

考虑 f(z) = epz

ez + 1
在如下闭路 C 上的积分.

R−R
2πi

C1C2
l
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例题: 留数在定积分上的应用 非考试内容

续解
由于 l : z = t+ 2πi,−R ⩽ t ⩽ R, 因此∫

l
f(z) dz =

∫ −R

R

e2pπi · ept

et + 1
dt = −e2pπi

∫ R

−R
f(t) dt.

由于 C1 : z = R+ it, 0 ⩽ t ⩽ 2π, 因此∣∣∣∣∫
C1
f(z) dz

∣∣∣∣ ⩽ e(p+1)R

eR − 1
· 2π → 0 (R → +∞).

同理 ∣∣∣∣∫
C2
f(z) dz

∣∣∣∣ ⩽ e−(p+1)R

1 − e−R
· 2π → 0 (R → +∞).
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例题: 留数在定积分上的应用 非考试内容

续解
由于

Res[f(z), πi] = epz

(ez + 1)′

∣∣∣∣
z=πi

= −epπi,

因此 (∫ R

−R
+
∫

l
+
∫

C1
+
∫

C2

)
f(z) dz

=
∮

C
f(z) dz = 2πiRes[f(z), πi] = −2πiepπi,

令 R → +∞, 则

(1 − e2pπi)I = −2πiepπi, I = 2πi
epπi − e−pπi

= π

sin pπ
.
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第六章 积分变换
1 傅里叶变换

2 拉普拉斯变换



积分变换的引入

在学习指数和对数的时候, 我们了解到利用对数可以将乘除、幂次转化为加减、乘
除.

例
计算 12345 × 67890.

解
通过查对数表得到

ln 12345 ≈ 9.4210, ln 67890 ≈ 11.1256.

将二者相加并通过反查对数表得到原值

12345 × 67890 ≈ exp(20.5466) ≈ 8.3806 × 108.
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积分变换的引入

而对于函数而言, 我们常常要解函数的微积分方程.

例
解微分方程 {

y′′ + y = t,

y(0) = y′(0) = 0.

解
我们希望能找到一种函数变换 L , 使得它可以把函数的微分和积分变成代数运算,
计算之后通过反变换 L −1 求得原来的解.
这个变换最常见的就是我们将要介绍的傅里叶变换和拉普拉斯变换.
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第一节 傅里叶变换
傅里叶级数

傅里叶积分与傅里叶变换

狄拉克 δ 函数

傅里叶变换的性质

卷积 *

傅里叶变换的应用 *



周期函数的傅里叶级数展开

为了引入傅里叶变换, 我们回顾下傅里叶级数展开.
设 f(t) 是定义在 (−∞,+∞) 上周期为 T 的可积实变函数. 我们知道 cosnωt 和

sinnωt 周期也是 T , 其中 ω = 2π
T

. 如果 f(t) 在
[
−T

2
,
T

2

]
上满足狄利克雷条件:

• 间断点只有有限多个, 且均为第一类间断点;
• 只有有限个极值点,
则我们有傅里叶级数展开:

f(t) = a0
2

+
∞∑

n=1
(an cosnωt+ bn sinnωt) .

当 t 是间断点时, 傅里叶级数的左侧需改为 f(t+) + f(t−)
2

.
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傅里叶级数的复指数形式

我们来将其改写为复指数形式. 物理中为了与电流 i 区分, 通常用 j 来表示虚数单
位. 由

cosx = ejx + e−jx

2
, sin x = ejx − e−jx

2j

可知 f(t) 的傅里叶级数可以表示为函数 ejnωt 的线性组合. 设 f(t) =
+∞∑

n=−∞
cne

jnωt, 则

cn = 1
T

∫ T
2

− T
2

f(t)e−jnωt dt.

于是我们得到周期函数傅里叶级数的复指数形式:

f(t) = 1
T

+∞∑
n=−∞

[∫ T
2

− T
2

f(τ)e−jnωτ dτ
]
ejnωt.
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从傅里叶级数到傅里叶积分公式

对于一般的函数 f(t), 它未必是周期的. 我们考虑它在
[
−T

2
,
T

2

]
上的限制, 并向

两边扩展成一个周期函数 fT (t). 设
ωn = nω, ∆ωn = ωn − ωn−1 = ω,

则
f(t) = lim

T →+∞
fT (t)

= lim
T →+∞

1
T

+∞∑
n=−∞

[∫ T
2

− T
2

f(τ)e−jωnτ dτ
]
ejωnt

= 1
2π

lim
∆ωn→0

+∞∑
n=−∞

[∫ T
2

− T
2

f(τ)e−jωnτ dτ
]
ejωnt∆ωn

= 1
2π

∫ +∞

−∞

[∫ +∞

−∞
f(τ)e−jωτ dτ

]
ejωt dω.
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傅里叶积分定理

傅里叶积分定理
设函数 f(t) 满足

• 在 (−∞,+∞) 上绝对可积;
• 在任一有限区间上满足狄利克雷条件.
那么

f(t) = 1
2π

∫ +∞

−∞
F (ω)ejωt dω, F (ω) =

∫ +∞

−∞
f(t)e−jωt dt.

对于 f(t) 的间断点左边需要改成 f(t+)+f(t−)
2 .

原象函数 f(t) 象函数 F (ω)
傅里叶变换 F

傅里叶逆变换 F −1
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傅里叶积分公式的三角形式 非考试内容

傅里叶积分公式有一些变化形式. 例如:

f(t) = 1
2π

∫ +∞

−∞

[∫ +∞

−∞
f(τ)e−jωτ dτ

]
ejωt dω

= 1
2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(τ)ejω(t−τ) dτ dω

= 1
2π

∫ +∞

−∞

[ ∫ +∞

−∞
f(τ) cosω(t− τ) dτ︸ ︷︷ ︸
ω 的偶函数

+j
∫ +∞

−∞
f(τ) sinω(t− τ) dτ︸ ︷︷ ︸
ω 的奇函数

]
dω

= 1
π

∫ +∞

0

[∫ +∞

−∞
f(τ) cosω(t− τ) dτ

]
dω.

此即傅里叶积分公式的三角形式.
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傅里叶正弦/余弦积分公式 非考试内容

对上式再次展开得到:

f(t) = 1
π

∫ +∞

0

[∫ +∞

−∞
f(τ)(cosωt cosωτ + sinωt sinωτ) dτ

]
dω.

若 f(t) 是奇函数, f(τ) cosωτ 是 τ 的奇函数, f(τ) sinωτ 是 τ 的偶函数. 从而得
到傅里叶正弦积分公式:

f(t) = 2
π

∫ +∞

0

[∫ +∞

0
f(τ) sinωτ dτ

]
sinωt dω.

类似地, 若 f(t) 是偶函数, 有傅里叶余弦积分公式:

f(t) = 2
π

∫ +∞

0

[∫ +∞

0
f(τ) cosωτ dτ

]
cosωt dω.
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例题: 求傅里叶变换

例

求函数 f(t) =
{

1, |t| ⩽ 1,
0, |t| > 1

的傅里叶变换.

解

F (ω) = F [f(t)] =
∫ +∞

−∞
f(t)e−jωt dt

=
∫ 1

−1
(cosωt− j sinωt) dt = 2 sinω

ω
.
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例题: 求傅里叶变换

由傅里叶积分公式
f(t) = F −1[F (ω)] = 1

2π

∫ +∞

−∞
F (ω)ejωt dω

= 1
2π

∫ +∞

−∞

2 sinω
ω

(cosωt+ j sinωt) dω

= 2
π

∫ +∞

0

sinω cosωt
ω

dω.

当 t = ±1 时, 左侧应替换为 f(t+)+f(t−)
2 = 1

2 . 由此可得

∫ +∞

0

sinω cosωt
ω

dω =


π/2, |t| < 1,
π/4, |t| = 1,
0, |t| > 1.

特别地, 可以得到狄利克雷积分
∫ +∞

0

sinω
ω

dω = π

2
.
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例题: 求傅里叶变换

例

求函数 f(t) = sin t
t
的傅里叶变换.

解
根据前面的例子可知

F (ω) = F [f(t)] =
∫ +∞

−∞
f(t)e−jωt dt

= 2
∫ +∞

0

sin t cosωt
t

dt =


π, |ω| < 1,
π/2, |ω| = 1,
0, |ω| > 1.
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例题: 求傅里叶变换

例

求函数 f(t) =


1, t ∈ (0, 1),
−1, t ∈ (−1, 0),
0, 其它情形

的傅里叶变换.

解

F (ω) = F [f(t)] =
∫ +∞

−∞
f(t)e−jωt dt

=
(∫ 1

0
−
∫ 0

−1

)
(cosωt− j sinωt) dt = −2j(1 − cosω)

ω
.

类似可得
∫ +∞

0

(1 − cosω) sinωt
ω

dω =


π/2, 0 < t < 1,
π/4, t = 1,
0, t > 1.
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例题: 求傅里叶变换

例

求指数衰减函数 f(t) =
{

0, t < 0,
e−βt, t ⩾ 0

的傅里叶变换, β > 0.

解

F (ω) = F [f(t)] =
∫ +∞

−∞
f(t)e−jωt dt

=
∫ +∞

0
e−βte−jωt dt =

∫ +∞

0
e−(β+jω)t dt = 1

β + jω
.

类似可得
∫ +∞

0

β cosωt+ ω sinωt
β2 + ω2 dω =


0, t < 0,
π/2, t = 0,
πe−βt, t > 0.
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例题: 求傅里叶变换

例

求钟形脉冲函数 f(t) = e−βt2 的傅里叶变换和积分表达式, β > 0.

解

F (ω) = F [f(t)] =
∫ +∞

−∞
f(t)e−jωt dt

=
∫ +∞

−∞
e−βt2

e−jωt dt

= e
− ω2

4β

∫ +∞

−∞
exp

[
−β

(
t+ jω

2β

)2
]

dt =
√
π

β
e

− ω2
4β .

类似可得
∫ +∞

0
e

− ω2
4β cosωt dω =

√
πβe−βt2 .
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广义函数

傅里叶变换存在的条件是比较苛刻的. 例如常值函数 f(t) = 1 在 (−∞,+∞) 上不
是可积的, 所以它没有傅里叶变换, 这很影响我们使用傅里叶变换. 为此我们引入广义
函数的概念.

设 C 是一些函数形成的线性空间, 例如全体绝对可积函数, 或者全体光滑函数之
类的. 从一个函数 λ(t) 出发, 可以定义一个线性映射 C → R:

⟨λ, f⟩ :=
∫ +∞

−∞
λ(t)f(t) dt.

这个线性映射基本上确定了 λ(t) 本身 (至多可数个点处不同).
广义函数就是指一个线性映射 C → R. 为了和普通函数类比, 通常也将广义函数

表为上述积分形式 (并不是真的积分):∫ +∞

−∞
λ(t)f(t) dt.

这里的 λ(t) 并不表示一个真正的函数.
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狄拉克 δ 函数

定义
δ 函数是指广义函数

⟨δ, f⟩ =
∫ +∞

−∞
δ(t)f(t) dt = f(0).

t

1 δ(t)

O

设 δε(t) =
{

1/ε, 0 ⩽ t ⩽ ε,

0, 其它情形,
则对于连续函数 f(t),

⟨δε, f⟩ = 1
ε

∫ ε

0
f(t) dt = f(ξ), ξ ∈ (0, ε).

当 ε → 0 时, 右侧就趋于 f(0). 因此 δ 可以看成 δε 的某种极限. 基于此, 我们通常用长
度为 1 的有向线段来表示它.
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狄拉克 δ 函数的性质

对于广义函数 λ, 我们可以形式地定义 λ(at), λ′:∫ +∞

−∞
λ(at)f(t) dt =

∫ +∞

−∞
λ(t) · 1

|a|
f
( t
a

)
dt,

∫ +∞

−∞
λ′(t)f(t) dt = −

∫ +∞

−∞
λ(t)f ′(t) dt.

由此可知
• ⟨δ(n), f⟩ = (−1)nf (n)(0), 其中 f(t) 是光滑函数.

• δ(at) = 1
|a|
δ(t). 特别地 δ(t) = δ(−t).

• u′(t) = δ(t), 其中 u(t) =
{

1, t ⩾ 0,
0, t < 0

是单位阶跃函数.
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Dirac δ 函数的傅里叶变换和逆变换

根据 δ 函数的定义可知

F [δ(t)] =
∫ +∞

−∞
δ(t)e−jωt dt = 1.

同理可得其傅里叶逆变换. 因此我们得到:

F [δ(t)] = 1, F −1[δ(ω)] = 1
2π
.
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例题: 求傅里叶变换

例

证明 F [u(t)] = 1
jω

+ πδ(ω).

证明

F −1
[ 1
jω

]
= 1

2π

∫ +∞

−∞

ejωt

jω
dω = 1

π

∫ +∞

0

sinωt
ω

dω.

由
∫ +∞

0

sinω
ω

dω = π

2
可知

∫ +∞

0

sinωt
ω

dω = π

2
sgn(t). 故

F −1
[ 1
jω

+ πδ(ω)
]

= 1
2

sgn(t) + 1
2

= u(t) (t ̸= 0).
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傅里叶变换的性质: 线性性质

我们不可能也没必要每次都对需要变换的函数从定义出发计算傅里叶变换. 通过
研究傅里叶变换的性质, 结合常见函数的傅里叶变换, 我们可以得到很多情形的傅里叶
变换.

线性性质

F [αf + βg] = αF + βG, F −1[αF + βG] = αf + βg.

位移性质

F [f(t− t0)] = e−jωt0F (ω), F −1[F (ω − ω0)] = ejω0tf(t).
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傅里叶变换的性质: 位移性质

证明

F [f(t− t0)] =
∫ +∞

−∞
f(t− t0)e−jωt dt

=
∫ +∞

−∞
f(t)e−jω(t+t0) dt = e−jωt0F (ω).

逆变换情形类似可得.

由此可得

F [δ(t− t0)] = e−jωt0 , F −1[δ(ω − ω0)] = 1
2π
ejω0t.
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傅里叶变换的性质: 微分性质

微分性质

F [f ′(t)] = jωF (ω), F −1[F ′(ω)] = −jtf(t),

F [f (k)(t)] = (jω)kF (ω), F −1[F (k)(ω)] = (−jt)kf(t).

这里, 被变换的函数要求在 ∞ 处趋于 0.

证明

F [f ′] =
∫ +∞

−∞
f ′(t)e−jωt dt

= −
∫ +∞

−∞
f(t)(e−jωt)′ dt = jωF (ω)

逆变换情形类似可得. 一般的 k 归纳可得.
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傅里叶变换的性质

由微分性质可得
乘多项式性质

F [tf(t)] = jF ′(ω), F −1[ωF (ω)] = −jf ′(t),

F [tkf(t)] = jkF (k)(ω), F −1[ωkF (ω)] = (−j)kf (k)(t).

积分性质

F

[∫ t

−∞
f(τ) dτ

]
= 1
jω
F (ω).

由变量替换易得
相似性质

F [f(at)] = 1
|a|
F

(
ω

a

)
, F −1[F (aω)] = 1

|a|
f

(
t

a

)
.
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典型例题: 计算傅里叶变换

例
求 F [tke−βtu(t)], β > 0.

解
由于

F [e−βtu(t)] = 1
β + jω

,

因此

F [tke−βtu(t)] = jk
( 1
β + jω

)(k)
= k!

(β + jω)k+1 .
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典型例题: 计算傅里叶变换

例
求 sinω0t 的傅里叶变换.

解
由于 F [1] = 2πδ(ω), 因此 F [ejω0t] = 2πδ(ω − ω0),

F [sinω0t] = 1
2j

[
F [ejω0t] − F [e−jω0t]

]
= 1

2j
[2πδ(ω − ω0) − 2πδ(ω + ω0)]

= jπ[δ(ω + ω0) − δ(ω − ω0)].

练习

F [cosω0t] = π[δ(ω + ω0) + δ(ω − ω0)] .
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常见傅里叶变换汇总

常见傅里叶变换汇总 I

F [δ(t)] = 1, F [δ(t− t0)] = e−jωt0 ,

F [1] = 2πδ(ω), F [ejω0t] = 2πδ(ω − ω0).

F [sinω0t] = jπ[δ(ω + ω0) − δ(ω − ω0)],
F [cosω0t] = π[δ(ω + ω0) + δ(ω − ω0)].

常见傅里叶变换汇总 II

F [u(t)e−βt] = 1
β + jω

, F [e−βt2 ] =
√
π

β
e−ω2/(4β),

F [u(t)] = 1
jω

+ πδ(ω).
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卷积 非考试内容

定义
f1(t), f2(t) 的卷积是指

(f1 ∗ f2)(t) =
∫ +∞

−∞
f1(τ)f2(t− τ) dτ.

容易验证卷积满足如下性质:
• f1 ∗ f2 = f2 ∗ f1, (f1 ∗ f2) ∗ f3 = f1 ∗ (f2 ∗ f3);
• f1 ∗ (f2 + f3) = f1 ∗ f2 + f1 ∗ f3;
• f ∗ δ = f ;
• (f1 ∗ f2)′ = f ′

1 ∗ f2 = f1 ∗ f ′
2.
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例题: 计算卷积 非考试内容

例
设 f1(t) = u(t), f2(t) = e−tu(t). 求 f1 ∗ f2.

解

(f1 ∗ f2)(t) =
∫ +∞

−∞
f2(τ)f1(t− τ) dτ =

∫ +∞

0
e−τu(t− τ) dτ.

当 t < 0 时, (f1 ∗ f2)(t) = 0. 当 t ⩾ 0 时,

(f1 ∗ f2)(t) =
∫ t

0
e−τ dτ = 1 − e−t.

故 (f1 ∗ f2)(t) = (1 − e−t)u(t).
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卷积定理 非考试内容

卷积定理

F [f1 ∗ f2] = F1 · F2, F −1[F1 ∗ F2] = 1
2π
f1 · f2.

证明

F [f1 ∗ f2] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f1(τ)f2(t− τ) dτ · e−jωt dt

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f1(τ)e−jωτ · f2(t− τ)e−jω(t−τ) dtdτ

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f1(τ)e−jωτ · f2(t)e−jωt dt dτ

=
∫ +∞

−∞
f1(τ)e−jωτ dτ

∫ +∞

−∞
f2(t)e−jωt dt

= F [f1]F [f2].
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卷积的应用 非考试内容

例

求 I =
∫ +∞

−∞

sinω
ω

· sin(ω/3)
ω/3

dω.

解

设 F (ω) = sinω
ω

,G(ω) = sin(ω/3)
ω/3

,则

F −1[FG] = 1
2π

∫ +∞

−∞
F (ω)G(ω)ejωt dω,

F −1[FG](0) = 1
2π

∫ +∞

−∞
F (ω)G(ω) dω = 1

2π
I.
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卷积的应用 非考试内容

续解
我们之前计算过

F −1[F (ω)] = f(t) =


1/2, |t| < 1,
1/4, |t| = 1,
0, |t| > 1.

所以 F −1[G(ω)] = g(t) = 3f(3t),

F −1[FG](0) = (f ∗ g)(0)

=
∫ +∞

−∞
f(−t)g(t) dt = 1

2

∫ 1

−1
g(t) dt = 1

2
,

故 I = 2πF −1[FG](0) = π.
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使用傅里叶变换解微积分方程 非考试内容

微分方程或积分方程 象函数的代数方程

原象函数 (方程的解) 象函数

傅里叶变换 F

傅里叶逆变换 F −1
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例题: 使用傅里叶变换解微积分方程 非考试内容

例

解方程 y′(t) −
∫ t

−∞
y(τ) dτ = 2δ(t).

解
设 F [y] = Y . 两边同时作傅里叶变换得到

jωY (ω) − 1
jω
Y (ω) = 2,

Y (ω) = − 2jω
1 + ω2 = 1

1 + jω
− 1

1 − jω
,

y(t) = F −1
[ 1

1 + jω
− 1

1 − jω

]
=


0 − et = −et, t < 0,
0, t = 0,
e−t − 0 = e−t, t > 0.
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例题: 使用傅里叶变换解微积分方程 非考试内容

例
解方程 y′′(t) − y(t) = 0.

解
设 F [y] = Y , 则

F [y′′(t) − y(t)] = [(jω)2 − 1]Y (ω) = 0,

Y (ω) = 0, y(t) = F −1[Y (ω)] = 0.

显然这是不对的, 该方程的解应该是 y(t) = C1e
t + C2e

−t.
原因在于使用傅里叶变换要求函数是绝对可积的, 而 et, e−t 并不满足该条件. 我们

需要一个对函数限制更少的积分变换来解决此类方程, 例如拉普拉斯变换.
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第二节 拉普拉斯变换
拉普拉斯变换

拉普拉斯变换的性质

拉普拉斯逆变换

卷积定理 *

拉普拉斯变换的应用



拉普拉斯变换

傅里叶变换对函数要求过高, 这使得在很多时候无法应用它, 或者要引入复杂的广
义函数. 对于一般的 φ(t), 为了让它绝对可积, 我们考虑

φ(t)u(t)e−βt, β > 0.

它的傅里叶变换为

F [φ(t)u(t)e−βt] =
∫ +∞

0
φ(t)e−(β+jω)t dt =

∫ +∞

0
φ(t)e−st dt,

其中 s = β + jω. 这样的积分在我们遇到的多数情形都是存在的, 只要选择充分大的
β = Re s. 我们称之为 φ(t) 的拉普拉斯变换 L [φ].
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拉普拉斯变换存在定理

拉普拉斯变换存在定理
若定义在 [0,+∞) 上的函数 f(t) 满足

• f(t) 在任一有限区间上至多只有有限多间断点;
• 存在 M, c 使得 |f(t)| ⩽Mect,
则 F (s) = L [f(t)] 在 Re s > c 上存在且为解析函数.

原象函数
f(t)

象函数
F (s) =

∫ +∞

0
f(t)e−st dt

拉普拉斯变换 L

拉普拉斯逆变换 L −1

虽然我们限定了函数只定义在 t ⩾ 0 处, 但很多时候这不影响我们使用. 这是因为
在物理学中, 很多时候我们只考虑系统自某个时间点开始之后的行为.
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例题: 求拉普拉斯变换

例
求 L [ekt].

解

L [ekt] =
∫ +∞

0
ekte−st dt

=
∫ +∞

0
e−(s−k)t dt = − 1

s− k
e−(s−k)t∣∣+∞

0

= 1
s− k

, Re s > Re k.

即 L [ekt] = 1
s− k

. 特别地 L [1] = 1
s

.
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例题: 求拉普拉斯变换

例
求 L [tm], 其中 m 是正整数.

解
由分部积分可知

L [tm] =
∫ +∞

0
tme−st dt

= − tme−st

s

∣∣∣+∞

0
+
∫ +∞

0

e−st

s
·mtm−1 dt

= m

s
L [tm−1].

归纳可知 L [tm] = m!
sm

L [1] = m!
sm+1 .
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拉普拉斯变换的性质

和傅里叶变换类似, 拉普拉斯变换也有着各种性质. 我们不加证明地列出它们.

拉普拉斯变换的性质
• (线性性质) L [αf + βg] = αF + βG,L −1[αF + βG] = αf + βg.

• (积分性质) L

[∫ t

0
f(τ) dτ

]
= 1
s
F (s).

• (乘多项式性质) L [tf(t)] = −F ′(s), L [tkf(t)] = (−1)kF (k)(s).
• (延迟性质) L [f(t− t0)] = e−st0F (s), t0 ⩾ 0.
• (位移性质) L [es0tf(t)] = F (s− s0).
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拉普拉斯变换的性质

微分性质

L [f ′(t)] = sF (s) − f(0),

L [f ′′(t)] = s2F (s) − sf(0) − f ′(0).

从拉普拉斯变换的微分性质可以看出, 拉普拉斯变换可以将微分方程转化为代数
方程, 从而可用于解微分方程.
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典型例题: 求拉普拉斯变换

例
求 L [sin kt].

解

L [sin kt] = L [ejkt] − L [e−jkt]
2j

= 1
2j

( 1
s− jk

− 1
s+ jk

)
= k

s2 + k2 .

练习

L [cos kt] =
s

s2 + k2 .
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例题: 求拉普拉斯变换

例
求 L [tmekt], 其中 m 是正整数.

解

由 L [tm] = m!
sm+1 可知

L [tmekt] = m!
(s− k)m+1 .
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常见拉普拉斯变换汇总

常见拉普拉斯变换汇总

L [1] = 1
s
, L [ekt] = 1

s− k
,

L [tm] = m!
sm+1 , L [tmekt] = m!

(s− k)m+1 ,

L [sin kt] = k

s2 + k2 , L [cos kt] = s

s2 + k2 .
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拉普拉斯逆变换

拉普拉斯逆变换可以由如下定理给出
拉普拉斯逆变换定理

设 F (s) 的所有奇点为 s1, . . . , sk, 且 lim
z→∞

F (z) = 0, 则

L −1[F (s)] =
n∑

k=1
Res

[
F (s)est, sk

]
.

不过我们只要求掌握如何利用常见函数的拉普拉斯变换来计算逆变换.
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例题: 求拉普拉斯逆变换

例

求 F (s) = 1
s(s− 1)2 的拉普拉斯逆变换.

解

Res[F (s)est, 0] = est

(s− 1)2

∣∣∣
s=0

= 1,

Res[F (s)est, 1] =
(
est

s

)′ ∣∣∣
s=1

= tests− est

s2

∣∣∣
s=1

= (t− 1)et,

故 L −1[F (s)] = 1 + (t− 1)et.
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例题: 求拉普拉斯逆变换

另解

设 F (s) = a

s
+ b

s− 1
+ c

(s− 1)2 , 则

a = Res[F (s), 0] = 1
(s− 1)2

∣∣∣
s=0

= 1,

b = Res[F (s), 1] =
(1
s

)′ ∣∣∣
s=1

= − 1
s2

∣∣∣
s=1

= −1,

c = Res[(s− 1)F (s), 1] = 1
s

∣∣∣
s=1

= 1.

故 L −1[F (s)] = L −1
[1
s

− 1
s− 1

+ 1
(s− 1)2

]
= 1 + (t− 1)et.
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卷积定理 非考试内容

由于在拉普拉斯变换中, 我们考虑的函数在 t < 0 时都是零. 此时函数的卷积变成
了

f1(t) ∗ f2(t) =
∫ t

0
f1(τ)f2(t− τ) dτ, t ⩾ 0,

且我们有如下的卷积定理.

卷积定理

L [f1(t) ∗ f2(t)] = F1(s) · F2(s).
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使用拉普拉斯变换解微积分方程

微分方程或积分方程 象函数的代数方程

原象函数 (方程的解) 象函数

拉普拉斯变换 L

拉普拉斯逆变换 L −1
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例题: 使用拉普拉斯变换解微分方程

例

(2022 年 A 卷) 解微分方程
{
y′′ + 2y = sin t,
y(0) = 0, y′(0) = 2.

解
设 L [y] = Y , 则 L [y′′] = s2Y − sy(0) − y′(0) = s2Y − 2, 因此

s2Y − 2 + 2Y = L [sin t] = 1
s2 + 1

,

Y (s) = 2
s2 + 2

+ 1
(s2 + 1)(s2 + 2)

= 1
s2 + 1

+ 1
s2 + 2

,

y(t) = L −1
[ 1
s2 + 1

]
+ L −1

[ 1
s2 + 2

]
= sin t+

√
2

2
sin(

√
2t).
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例题: 使用拉普拉斯变换解微分方程

例
解微分方程 y′′(t) − y(t) = 0.

解
设 a = y(0), b = y′(0),L [y] = Y , 则

L [y′′] = s2Y − as− b,

s2Y − as− b− Y = 0,

Y (s) = as− b

s2 − 1
= a+ b

2
· 1
s− 1

+ a− b

2
· 1
s+ 1

,

y(t) = L −1[Y (s)] = a+ b

2
et + a− b

2
e−t.
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