
第四章 级数

4.1 复数项级数

作业 1. 单选题: (2021 年 A 卷) 下列级数中发散的是 ( D ).

(A)
∞∑
n=1

in

n
(B)

∞∑
n=1

[
1

ln(in)

]n
(C)

∞∑
n=0

(1 + i)n

5n
(D)

∞∑
n=0

cos(in)
2n

解析. A 的实部级数和虚部级数

−1

2
+

1

4
− 1

6
+ · · · , 1

1
− 1

3
+

1

5
+ · · ·

都是交错级数, 从而条件收敛. 所以 A 条件收敛.
B 中

|zn| =
∣∣∣∣∣ 1

lnn+ πi
2

∣∣∣∣∣
n

⩽
(

1

ln 3

)n

, n ⩾ 3,

因此绝对收敛.
C 中 |zn| ⩽

(
2

5

)n

, 因此绝对收敛.

D 中
∞∑
n=0

cos(in)
2n

=
∞∑
n=0

en + e−n

2n+1
=

1

2

∞∑
n=0

(e
2

)n

+
1

2

∞∑
n=0

(
1

2e

)n

,

因此发散. ■

作业 2. 单选题: (2021 年 B 卷) 级数
∞∑
n=1

[
1

n
+

(−1)ni√
n

]
的敛散性是 ( D ).

(A) 无法判断 (B) 条件收敛 (C) 绝对收敛 (D) 发散

解析. 由于实部是调和级数, 发散, 虚部是交错级数, 条件收敛, 因此原函数发散. ■

作业 3. 判断下列级数的绝对收敛性与收敛性:

(1)
∞∑
n=2

in

lnn
; (2)

∞∑
n=0

(6 + 5i)n

8n
; (3)

∞∑
n=2

n2

5n
(1 + 2i)n.

1
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解. (1) 由于它的实部级数和虚部级数

− 1

ln 2
+

1

ln 4
− 1

ln 6
+ · · · , − 1

ln 3
+

1

ln 5
− 1

ln 7
+ · · ·

都是交错级数, 从而条件收敛. 所以该级数条件收敛.
(2) 由于

lim
n→∞

∣∣∣∣zn+1

zn

∣∣∣∣ = √
61

8
< 1,

因此该级数绝对收敛.
(3) 由于

lim
n→∞

∣∣∣∣zn+1

zn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣(n+ 1)2

n2
√
5

∣∣∣∣ = 1√
5
< 1,

因此该级数绝对收敛. ■

4.2 幂级数

作业 4. 单选题: (2022 年 A 卷) 幂级数
∞∑
n=1

(iz)n 的收敛半径是 ( C ).

(A) i (B) −i (C) 1 (D) +∞

解析. 根据比值法 r = lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ = |i| = 1, R =
1

r
= 1. ■

作业 5. 填空题: (2020 年 B 卷) 如果级数
∞∑
n=0

an(z − 1)n 在点 z = 3 发散，则 ( B ).

(A) 在点 z = −1 收敛 (B) 在点 z = −3 发散

(C) 在点 z = 2 收敛 (D) 以上都不对

解析. 根据阿贝尔定理, 该级数在 |z − 1| > |3− 1| = 2 内发散, 在 |z − 1| < |3− 1| = 2 内收

敛. ■

作业 6. 填空题: (2020 年 A 卷) 幂级数
∞∑
n=0

(1 + i)nzn 的收敛半径为

√
2

2 .

解析. 根据比值法 r = lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ = |1 + i| =
√
2, R =

1

r
=

√
2

2
. ■

作业 7. 填空题: (2020 年 B 卷) 幂级数
∞∑
n=1

1

n
(z − 1)n 的收敛半径为 1 .

解析. 根据比值法 r = lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣n+ 1

n

∣∣∣∣ = 1, R =
1

r
= 1. ■



4.2 幂级数 3

作业 8. 填空题: (2021 年 B 卷) 幂级数
∞∑
n=1

n!

nn
zn 的收敛半径为 e .

解析. 根据比值法 r = lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(
n

n+ 1

)n

=
1

e
, R =

1

r
= e. ■

作业 9. 判断题:
(1) 任一幂级数在它的收敛圆周上处处收敛. ( × )
(2) 幂级数的和函数在收敛圆周内可能有奇点. ( × )
(3) 任一在 z0 可导的函数一定可以在 z0 的邻域内展开成泰勒级数. ( × )

解析. (1) 错误, 例如
∞∑
n=1

zn

n
的收敛半径是 1, 但在 z = 1 处发散.

(2) 错误, 每一个幂级数的和函数在收敛圆周内处处解析.
(3) 错误, 需要在 z0 处解析才行. 例如 f(z) = zz 在 0 处可导但不解析. ■

作业 10. 求下列幂级数的收敛半径:

(1)
∞∑
n=1

zn

np
(p 为正整数); (2)

∞∑
n=1

n!

nn
zn;

(3)
∞∑
n=0

(1 + i)n(z + i)n; (4)
∞∑
n=1

e
πi
n zn;

(5)
∞∑
n=1

(
z − 2

ln in

)n

; (6)
∞∑
n=1

(n+ an)zn, 其中 a 是正实数.

解. (1) 由于 lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(n+ 1)p

np
= lim

n→∞

(
n+ 1

n

)p

= 1, 因此收敛半径为 1.

(2) 由于 lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(n+ 1)!

n!
· (n+ 1)!

n!
= lim

n→∞

(
1 +

1

n

)−n

=
1

e
, 因此收敛半径为

e.
(3) 由于 lim

n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

|1 + i| =
√
2, 因此收敛半径为

√
2

2
.

(4) 由于 lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ = 1, 因此收敛半径为 1.

(5) 由于 lim
n→∞

n

»
|cn| = lim

n→∞

1

|ln in|
= lim

n→∞

1…
(lnn)2 +

(π
2

)2
= 0, 因此收敛半径为 +∞.

(6) 当 a > 1 时, lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

n+ 1

an
+ a

n

an
+ 1

= a, 因此收敛半径为 1

a
.

当 0 < a ⩽ 1 时, lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

1 +
1 + an+1

n

1 +
an

n

= 1, 因此收敛半径为 1. ■
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作业 11. 证明: 如果 lim
n→∞

cn+1

cn
存在 ( ̸= ∞), 下列三个幂级数有相同的收敛半径

∑
cnz

n;
∑ cn

n+ 1
zn+1;

∑
ncnz

n−1.

证明. 设 λ = lim
n→∞

cn+1

cn
, 则

lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ = |λ| ,

lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1/(n+ 1)

cn/n

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ · n

n+ 1
= |λ| ,

lim
n→∞

∣∣∣∣(n+ 1)cn+1

ncn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ · n+ 1

n
= |λ| ,

因此三者的收敛半径相同, 均为 1

|λ|
. ■

4.3 泰勒级数

作业 12. 函数 f(z) =
e1/z

z + 1
在 z0 = i 处的泰勒展开成立的最大圆域是 |z − i| < 1 .

解析. 泰勒展开成立的最大圆域半径是展开的中心点离最近奇点距离,所以是 |i−0| = 1. ■

作业 13. 把下列各函数展开成 z 的幂级数, 并指出它们的收敛半径:
(1) 1

(1 + z2)2
; (2) 1

(z − 1)(z − 2)
; (3) ez cos z.

解. (1) 由于 ±i 是奇点, 因此该函数在 |z| < 1 内解析. 当 |z| < 1 时,

1

1 + z
=

∞∑
n=0

(−1)nzn,

1

(1 + z)2
= −

(
1

1 + z

)′

= −
∞∑
n=1

(−1)nnzn−1 =
∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)zn,

1

(1 + z2)2
=

∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)z2n = 1− 2z2 + 3z4 − 4z6 + · · · , |z| < 1.

(2) 由于 1, 2 是奇点, 因此该函数在 |z| < 1 内解析. 当 |z| < 1 时,

1

(z − 1)(z − 2)
=

1

z − 2
− 1

z − 1
= −1

2
· 1

1− z/2
+

1

z − 1

= −1

2

∞∑
n=0

(z
2

)n

zn +
∞∑
n=0

zn =
∞∑
n=0

(1− 2−n−1)zn, |z| < 1.
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(3) 该函数处处解析.

ez cos z =
1

2
(ez+iz + ez−iz) =

1

2

∞∑
n=0

(1 + i)n + (1− i)n

n!
zn =

∞∑
n=0

2
n
2 n! cos nπ

4
zn

= 1 + z − 1

3
z3 − 1

6
z4 − 1

30
z5 +

8

7!
z7 +

16

8!
z8 + · · · , |z| < +∞. ■

作业 14. 求下列各函数在指定点 z0 处的泰勒展开式, 并指出它们的收敛半径:
(1) z

(z + 1)(z + 2)
, z0 = 2; (2) 1

z2
, z0 = −1;

(3) arctan z = − i

2
ln 1 + iz

1− iz
, z0 = 0.

解. (1) 由于 −1,−2 是奇点, 因此该函数在 |z − 2| < 3 内解析.

z

(z + 1)(z + 2)
=

2

z + 2
− 1

z + 1
=

2

4 + (z − 2)
− 1

3 + (z − 2)

=
1

2

∞∑
n=0

(
−z − 2

4

)n

− 1

3

∞∑
n=0

(
−z − 2

3

)n

=
∞∑
n=0

(−1)n
(

1

22n+1
− 1

3n+1

)
(z − 2)n, |z − 2| < 3.

(2) 由于 0 是奇点, 因此该函数在 |z + 1| < 1 内解析.

1

z
=

1

1 + (z + 1)
=

∞∑
n=0

(−1)n(z + 1)n, |z + 1| < 1,

1

z2
=

(
−1

z

)′

=
∞∑
n=1

(−1)nn(z + 1)n−1 =
∞∑
n=0

(−1)n+1(n+ 1)(z + 1)n, |z + 1| < 1.

(3) 该函数的奇点为 iz, |z| ⩾ 1, 因此该函数在 |z| < 1 内解析.

(arctan z)′ =
1

1 + z2
=

∞∑
n=0

(−1)nz2n, |z| < 1,

arctan z =
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
z2n+1 = z − 1

3
z3 +

1

5
z5 − 1

7
z7 + · · · , |z| < 1. ■

4.4 洛朗级数

作业 15. (2020 年 A 卷) 将函数 f(z) =
z + 1

z2(z − 1)
分别在下列区域内展开成洛朗级数

(1) 0 < |z| < 1; (2) 1 < |z| < +∞.
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解. (1) 注意到
f(z) = − 1

z2
− 2

z
+

2

z − 1
.

因此当 0 < |z| < 1 时,

f(z) = − 1

z2
− 2

z
−

∞∑
n=0

2zn.

(2) 因此当 1 < |z| < +∞ 时,

f(z) = − 1

z2
− 2

z
+

2

z
· 1

1− 1
z

=
1

z2
+

∞∑
n=3

2

zn
. ■

作业 16. (2020 年 B 卷) 将函数 f(z) =
1

(1− z)(z − 2)
分别在下列区域内展开成洛朗级数

(1) 0 < |z − 1| < 1; (2) 2 < |z| < +∞.

解. (1) 注意到
f(z) =

1

z − 1
− 1

z − 2
.

因此当 0 < |z − 1| < 1 时,

f(z) =
1

z − 1
+

1

1− (z − 1)
=

1

z − 1
+

∞∑
n=0

(z − 1)n.

(2) 当 2 < |z| < +∞ 时,

f(z) =
1

z
· 1

1− 1

z

− 1

z
· 1

1− 2

z

=
∞∑
n=1

1

zn
−

∞∑
n=1

2n

zn
=

∞∑
n=1

1− 2n

zn
. ■

作业 17. (2021 年 A 卷) 将函数 f(z) =
1

z2 + z − 2
分别在下列区域内展开成洛朗级数

(1) 1 < |z| < 2; (2) 0 < |z − 1| < 1.

解. (1) 注意到

f(z) =
1

3

(
1

z − 1
− 1

z + 2

)
.

因此当 1 < |z| < 2 时,

f(z) =
1

3

(
1

z − 1
− 1

z + 2

)
=

1

3

1

z
· 1

1− 1

z

− 1

2
· 1

1 +
z

2


=

1

3

∞∑
n=1

1

zn
− 1

6

∞∑
n=0

(
−1

2

)n

zn.
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(2) 当 0 < |z − 1| < 1 时,

f(z) =
1

3

(
1

z − 1
− 1

z + 2

)
=

1

3(z − 1)
− 1

9
· 1

1 +
z − 1

3

=
1

3(z − 1)
−

∞∑
n=0

(
−1

3

)n+2

(z − 1)n. ■

作业 18. (2021 年 B 卷) 将函数 f(z) =
1

z2 + z
分别在下列区域内展开成洛朗级数

(1) 1 < |z| < 2; (2) 0 < |z + 1| < 1.

解. (1) 注意到

f(z) =
1

z
− 1

z + 1
.

因此当 1 < |z| < 2 时,

f(z) =
1

z
− 1

z + 1
=

1

z
− 1

z
· 1

1 +
1

z

= −
∞∑
n=2

1

zn
.

(2) 当 0 < |z + 1| < 1 时,

f(z) = − 1

z + 1
− 1

1− (z + 1)
= − 1

z + 1
−

∞∑
n=0

(z + 1)n. ■

作业 19. 将 f(z) =
1

z(z − 2)
在 2 的去心邻域内展开成洛朗级数.

解. 由于 0 是奇点, f(z) 在 0 < |z − 2| < 2 内解析.

f(z) =
1

z(z − 2)
=

1

z − 2
· 1

2 + z − 2

=
1

2(z − 2)
· 1

1 +
z − 2

2

=
1

2(z − 2)

∞∑
n=0

(
−z − 2

2

)n

=
1

2(z − 2)
+

1

2

∞∑
n=0

(
−1

2

)n+1

(z − 2)n. ■

作业 20. 将函数 e1/(1−z) 在圆环域 1 < |z| < +∞ 内展开成洛朗级数.
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解. 由于当 |z| < 1 时,(
z

z − 1

)k

= (−1)kzk(1− z)−k

= (−1)kzk
∞∑
n=0

(−k)(−k − 1) · · · (−k − n+ 1)

n!
(−z)n

=
∞∑
n=0

(−k)(−k − 1) · · · (−k − n+ 1)

n!
(−z)n+k

=
∞∑
n=k

(−k)(−k − 1) · · · (−n+ 1)

(n− k)!
(−z)n =

∞∑
n=k

(−1)kCk−1
n−1z

n,

因此

e
z

z−1 = 1 +
∞∑
k=1

1

k!

(
z

z − 1

)k

= 1 +
∞∑
n=1

n∑
k=1

(−1)kCk−1
n−1

k!
zn

= 1− z − 1

2
z2 − 1

6
z3 +

1

24
z4 + · · · ,

因此当 1 < |z| < +∞ 时,

e
1

1−z = e
1/z

1/z−1 = 1 +
∞∑
n=1

n∑
k=1

(−1)kCk−1
n−1

k!
z−n

= 1− 1

z
− 1

2z2
− 1

6z3
+

1

24z4
+ · · · , 1 < |z| < +∞. ■

作业 21. 将 z3 exp
(
1

z

)
在圆环域 0 < |z| < +∞ 内展开成洛朗级数.

解.

z3 exp
(
1

z

)
=

∞∑
n=0

1

n!zn−3
=

∞∑
n=1

1

(n+ 3)!zn
+

1

6
+

z

2
+ z2 + z3

= · · ·+ 1

24z
+

1

6
+

z

2
+ z2 + z3, 0 < |z| < +∞. ■

作业 22. 下列结论是否正确? 用长除法得
z

1− z
= z + z2 + z3 + z4 + · · · ,

z

z − 1
= 1 +

1

z
+

1

z2
+

1

z3
+ · · · ,

因为
z

1− z
+

z

z − 1
= 0, 所以

· · ·+ 1

z3
+

1

z2
+

1

z
+ 1 + z + z2 + z3 + z4 + · · · = 0.
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解. 不正确, 因为两个式子成立的条件分别是 |z| < 1 和 |z| > 1, 所以二者并不能相加. 事实
上, 最后一个双边幂级数的处处发散. ■

作业 23. 如果 C 为正向圆周 |z| = 3, 求积分
∫
C

f(z) dz 的值, 其中 f(z) 为:

(1) 1

z(z + 2)
; (2) z

(z + 1)(z + 2)
.

解. (1) C 落在圆环域 2 < |z| < +∞ 内, 此时

f(z) =
1

2

(
1

z
− 1

z + 2

)
=

1

2

[
1

z
− 1

z

∞∑
n=0

(
−2

z

)n
]
=

∞∑
n=2

(−2)n−2

zn
.

因此 ∫
C

f(z) dz = 2πic−1 = 0.

(2) C 落在圆环域 1 < |z + 1| < +∞ 内, 此时

f(z) =
2

z + 2
− 1

z + 1
=

2

z + 1

∞∑
n=0

(−z − 1)−n − 1

z + 1
=

1

z + 1
+

∞∑
n=2

2(−1)n+1

(z + 1)n
.

因此 ∫
C

f(z) dz = 2πic−1 = 2πi. ■

扩展阅读

该部分作业不需要交, 有兴趣的同学可以做完后交到本人邮箱.

作业 24. 设解析函数 f(z) 满足 f(ζz) = ζkf(z), 其中 ζ = e2πi/m 是 m 次单位根.
(1) 归纳证明 f (n)(ζz) = ζk−nf (n)(z).
(2) 证明 f(z) 的麦克劳林展开只有 ml + k 次项, l ∈ Z.

作业 25. 设 f(z) = ln z, z0 = −3 + 4i.
(1) 求 f(z) 在 z0 处的泰勒展开, 并说明它成立的圆域半径是 4.
(2) 证明上述幂级数的收敛半径是 5? 为什么比 4 大?

作业 26. 设 P (z) =
f(z)

g(z)
是有理函数, 且其 (既约) 分母为

g(z) = (z − λ1)
d1 · · · (z − λm)

dm ,

其中 |λ1| ⩽ |λ2| ⩽ · · · ⩽ |λm|.
设 r = |λk| < R = |λk+1|. 证明 P (z) 在圆环域 r < |z| < R 内的洛朗展开形如

h(z) +
∑
n⩾0

[
α1(n)

λn
1

+ · · ·+ αk(n)

λn
k

]
zn +

∑
n<0

[
αk+1(n)

λn
k+1

+ · · ·+ αm(n)

λn
m

]
zn,

其中 h(z) 是只有有限多项的双边幂级数, αt(n) 是 n 的多项式, 次数为 dt.


